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前 言 


一 般 公认 ， 黎 曼 儿 何 是 从 德国 数学 家 B. Riomann 的 有 名 就 
职 演说 “ 论 作为 几何 学 基础 的 假设 ”(1854 年 ) 发 端的 ， 后 经 对. 了。 
Ubristoffel, L. Bianchi 及 Q. G Rieei 等 人 讲 一 步 完 善 和 拓 广 ， 
成 为 A. Einstein 创立 广义 相对 论 (1915 年 ) 的 有 力 数学 工具 ,此 
后 黎 曼 几何 得 到 了 竹 达 发 展 , 特别 是 卫 . Uartan， 他 建立 的 外 微分 
形式 和 活动 标 架 法 ,沟通 了 Lie 群 与 黎 曼 儿 何 的 联系 ,为 黎 曼 几何 
的 深入 发 展开 辟 了 广阔 的 前 景 ,影响 极为 深远 。 近 半 个 世纪 来 , 黎 
曼 几 何 的 研究 从 局 部 发 展 到 整体 ， 产 生 了 许多 深刻 的 并 在 其 他 数 
学 分 支 ( 如 代数 拓扑 学 , 偏 微分 方程 ,多 复 变 函数 论 等 ) 及 现代 物理 
学 中 有 重要 作用 的 结果 .时 至 今日 , 黎 曙 几何 元 论 在 基础 理论 上 还 
是 在 实际 占用 上 ,都 日 益 显示 出 它 的 重要 性 和 瑟 大 价值 

本 书 是 以 大 学 高 年 级 学 生 及 低 年 级 研究 生 为 对 象 而 号 的 有 关 
微分 流 形 和 黎 曼 儿 何 的 初步 知识 ， 曾 作为 讲义 在 杭州 大 学 试 讲 多 
次 , 几经 增删 修改 而 成 .内容 共 分 五 章 . 

第 一 章 ”准备 知识 ; 

第 二 章 ” 微 分流 形 ; 

第 三 章 ”联络 与 曲率 ; 

第 四 章 ” 浏 地 线 ， 

第 五 章 黎 曼 子 流 形 ; 

田 加 四 个 附录 ,以 便于 阅读 和 各 充实 内 容 . 

对 于 已经 熟悉 多 元 微 积分 和 多 线性 代数 的 读者 ， 可 以 略 去 第 
一 前， 如 果 已 掌握 微分 流 形 方面 的 内 容 , 则 也 可 以 跳 过 第 二 章 . 由 
于 这 是 一 本 入 门 的 “初步 ”, 不 可 能 面面俱到 ; 不 少 内 容 只 得 忍痛 制 
爱 , 但 尺 司 能 注 出 参考 文献 。 书 中 的 习题 ,有 和 较 易 的 练习 ， 也 有 和 较 

es 了 。 


难 的 专题 , 目的 是 引导 读者 作 进 一 步 的 研究 .因此 ,本 节 习 题 可 看 
作 正 文 的 有 机 补充 ,应 尽 可 能 浏览 一 下 . 
限于 笔者 水 平 , 书 中 不 妥 之 处 在 所 难免 ,欢迎 大 家 提出 宝贵 意 
见 ,以 供 将 来 作 进一步 修订 之 用 . | 
最 后 ,对 高 等 教育 出 版 社 的 大 力 支持 谨 致 深切 谢意 . 


一 九 九 口 年 六 月 
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第 一 章 准备 知识 
$1 欧 氏 空间 的 映射 


1.1 映射 的 微分 链 规 则 


设 ER" 是 m 个 有 序 实数 组 的 全 体 , 它 的 点 用 一 个 字母 表示 , 记 
作 z= (ou …，om)， 其 中 wiEBR($ 一 1，…, m) 称 为 点 2 的 第 5 个 
坐标 以 
ao, D=lo-y= [Sd] 1D) 
表示 R” 中 两 点 2 与 y 之 间 的 距离 , 这 时 RE” 成 为 一 个 度量 空间 ， 
称 为 欧 氏 空间 ， 常 用 如" 表示 之 。 坐标 给 为 0 的 一 点 0. 称 为 原 
点 ; 于 是 % 也 可 看 作 从 原点 出 发 的 一 个 向 量 , 它 的 长 度 |z| = le- 
01， 以 后 在 不 引起 混淆 的 地 方 , 我 们 不 再 区 分 R" 和 至 ". 
设 了 为 R" 的 开 子 集 , 刀 是 辽 到 至 " 的 映射 
F:U—>F(UCER", ry=F(%), 
其 中 = (oz ,Y= 7") 
用 mw*:R*->R 表示 到 第 a 个 坐标 的 投影 , 即 
my I al, nn), (1.1.2) 
则 映射 可 表示 成 | 
y— Pw) = ( 户 (o ,f°(2)), wEU, (1.1.8) 
其 中 户 -m*o 卫 :DU-> 民 是 通常 的 m 元 函数 , 它 称 为 映射 了 的 第 % 
个 分 量 函 数 . 反 过 来 ,借助 (1.1.3) 式 , 任何 %% 个 定义 在 口上 的 mm 
元 函数 户 , …, f"， 确定 了 一 个 上 映射 媚 :D -> R*, 了 (wm) 的 坐标 函 . 
” 数 为 (fC2),…, J"(@)). | 
。 1 »' 


例 . 设 m 一 1, D 为 如 中 的 开 区 间 (c, 中 ,映射 :DU 一 天"， 
> = (4) … ,了 f"( 引 ) (EE (4, 5)) 即 为 RR" 中 的 曲线 . 

定义 1.1.1 如 果 了 的 每 一 个 分 量 函 数 在 点 aEDU( 或 在 
上 ) 是 可 微分 的 (0*, 0~, 0*), 则 称 映射 在 点 o (或 在 UU 上) 是 
可 微分 的 (0*, 0*, 0*) .一 个 0” 映射 亦 称 光 滑 映射 . 


如 果 也 在 U0 上 可 微分 , 则 和 矩 隆 
of! af: 
Oz! 2 OXY 


Of of) | 
O(w’, “MV ) of Bf 
Owt ’ Oz”™ 
在 U 的 每 一 点 有 定义 , 此 矩阵 的 每 一 个 元 素 均 为 Z 上 的 函数 . 当 
为 0* 映射 时 ,它们 是 口上 的 0*-+ 函数 ， 上 述 和 矩阵 称 为 映射 三 
”的 Jacobi 矩阵 , 简 记 为 DP， 
定理 1.1.1 设 C 是 R" 的 开 子 集 ， 映射 了 :DU "在 所 
aED 为 可 微 的 充分 必要 条 件 是 存在 一 个 线性 映射 4:R">R" 和 
% 维 向 量 函 数 局 (zc，o) = (72(w， 0),…， 7"(w， 04)), 使 得 
F(s)=F(a) +A(w—o@ +|o—olRv, @), (i.1.4) 
日 
lim| BR(z, |=0. | (4.1.5) 


证 明 利用 分 量 函数 将 代 . 工 .4) 式 写成 矩阵 形式 
i 


其 中 矩阵 (hay)wxm 是 4 的 表示 。 再 根据 各 元 函数 (2) (a= 
ss 2 . 


| | Aim 
。 =- 。 十 | .oo 
卫 join 
ri(w, o) \ 
rheal : , 


"(2, 6) 


1 …, 风 在 6 点 可 微分 的 充分 几 要 条 作为 
f°(%) =f"() + Of o)+ lz—olr*(%, o), 
其 中 OF, » ,OO 为 党 数 ， 旦 
jn to @) =0. 
因此 , 定理 得 证 。 
由 微 积分 可 知 , 上 式 中 
Or= (8) (t=1,., m), 
于 是 窍 阵 (A,;) 时 元 EE 
Aws— a) Coal, my fl, m) 
即 (4y) 为 了 的 Jacobi 逢 阵 在 o 点 计 值 ， 记 为 DF (ma).， 这 时 所 
对 应 的 线性 映射 4: RE" -> RE" 称 为 映射 了 在 a 点 的 微分 ， 也 用 
DF(@) 表 示 之 ， 这 样 , ( 工 . 工 .名 式 可 以 写成 
Fl(o)=F(0) +DF(o eo) +|r—alBRG, @), (1.1.4) 
设 品 .VY 分别 为 R"、R&" 中 的 开 子 集 , 且 有 映射 了 了:U 一 和 
H= GoF: U—> FR?, o> GFE)) : 
称 为 映射 了 和 G 的 复合 ， 设 亚 和 G 的 分 量 函 数 分 别 为 (2)， 
(2) 和 六 ( 引 ;… ,PC9), 则 瑟 的 分 量 函 数 为 
(vw)=goF (2%)=9(f (%), ” ”多 户 (z7)， 和 =， “…, D. 
: : (1.1.6) 


对 于 复合 映射 的 可 微 性 , 有 下 述 定 理 . 

定理 1.1.2( 链 规则 定理 ) 设 映 射 五 .G 和 互 训 上 记述 ， 若 

在 点 GED,G 在 点 FF(6) EV 都 是 可 微分 的 , 6 站 
点 4 也 是 可 微分 的 , 且 有 

DH (g) = DG(F (0)) DPC (1.1.7) 

。3 ， 


若 万 在 如 上 和 人 @ 在 人 六 上 分 别 订 微分 , 则 互 在 D 上 可 微分 ， 县 
(1.1.7) 式 对 任意 的 aE 均 成 立 . 

证 明 设 y= 卫 (w), EU， 册 于 映射 也 在 点 %，G 在 点 5~ 
F(a) 分 别 是 可 微分 的 , 因此 有 

H(z)—H(o)=G(y) 一 GCC) 
=.DG(D) y—b) +ly—olRoy, 5), 

y—b—F(2)—F(a)=DF(a) (wo—0) + le—alRe(y, o). 
于 是 
H(%)—H(a)=DG(b) .DF (a) (v—0) 

+ lo~al D9) Ree, o) 


+ 人 = Rod )}, 
且 因 limlBz(z, oO)1=—0, lim| Rely, 5) 10, tm yb, 故 


DG (6) Rrls, g EN DG NNRr(s, o) | 0 


(x—>a) 


这 里 上 .DG(5)1 表 示 逢 阵 DQ(6) 的 范 数 , 它 是 oA) 中 所 有 元 素平 
方 和 的 平方 很 . 由于 


?0 Eo DF(@) E 十 Rr, A red DF(o) lL， 


Te 一 dj co 
从 而 由 定理 1.1.1 即 知 ,映射 互 : 呆 -> R? 在 点 4 是 可 微分 的 ， 且 
其 在 a 的 微分 DH(a) 满 足 (1.1.7)。 时 
推论 车 万 和 G 在 可 入 上 分 别 都 是 0 映射 则 五 
Go 在 U 上 亦 是 0 映射 
证 明 仅 对 =1 进行 证 明 . 当 也 和 G 均 为 0: 映射 时 ,了 和 
 G 的 Jacobi 矩阵 .如 .和 DG 的 元 索 分 别 是 口 和 六 上 的 连续 阴 
数 ,因为 两 个 矩阵 的 乘积 矩阵 元 素 为 它 俩 元 素 的 多 项 式 , 所 以 HH 
中 的 元 素 是 U0 上 的 连续 函数 ， 即 瑟 的 分 量 函 数 是 OF 函数 ， 因 
， 和 。 


此 ， 喘 射 互 在 避 上 是 Or 映射 对 于 一 般 的 名 可 用 归纳 法 证 
明 @. 
下 面 给 出 Or 画 数 上 : R"->R 的 一 个 重要 性 质 . 
定理 1.1.3 设 OCE" 是 闭 集 ，KKCR” 是 紧 致 集 ， 县 ON 
k=%, 则 存在 一 个 07 函数 o: :E> bk 六 但 域 为 [ 0, i), 且 在 
K tow)= 1 在 0 Fo(w)=0. / 
证 明 ”分 傣 步 进行 
1 以 Bu(o) 表 示 BR" 中 以 4 为 中 心 , “8 为 半径 竟 并 球 ， 沈 证 
明 存 在 一 个 0” 函数 g: R"m-> R， 它 在 Bi (ga ) 上 恒 等 于 1 在 
B, (a) 上 是 正 的 ， 而 在 B, “7 的 外 部 何等 于 等 ， 由 豆 接 计算 本 知 
AGO- 局 ou 
1 0 
是 0” 函数 、 再 作 了 R"> R 如 下: : 
/ pCa— ol) 
jw- hle— lal) +2 (ol) i 


i 


因为 h(#) 是 o- 的 ， 旦 上 式 电 分母 恒 不 为 堆 ， 因此 Jo) 包 是 o-~ 
的 , 且 容 易 看 出 , 它 在 .ja(0) 上 恒 等 于 1 在 B， 人 9) 上 是 正 的 ; 而 在 
B。.(0) 的 外 部 恒 等 于 零 . 于 是 CO 函数 
gt) =g92—0) i 
即 为 所 需求 的 函数 . 
2” 因为 开 集 R"-0ok, 且 有 是 紧 到 的 ,i 下 可 以 选取 R"- 
CC 内 有 限 个 开 球 Be， $=1, 8， 使 得 | 


一 OO >)B, Cu) 2U 2 /2 (mw -区 


对 于 每 一 个 Bas) 作 出 如 工 中 所 述 的 07 表 要 go), 定义 ， 
 @ 参阅 [6]， 


» 为 9 


ole) =—1—T1(—g:(2)). 
显然, c(z) 是 0 函数,- 且 0<o(w)<1。 对 于 每 一 个 2EK， 至 少 
有 一 个 gt， 故 G(T) 一 一 二 ， 而 在 上 B, (a;) 外 ， 所 有 的 gi 一 0 故 


om =0. 特别 ， 在 0CR"-\ Ba) 上 oe)=0. 站 


推论 设 f(z) 是 开 集 UU(CR") 上 的 0 函数 ,4€ED. 网 存在 
4 的 一 个 邻 域 栈 CD 及 R" 上 的 一 个 0 函数 请: R"-> 民 , 使 得 在 
WW 上 (8)=f(z); 在 人 外 f*(%) 二 0， 

证 明 选取 a 的 两 个 邻 域 V1 入 。 使 得 P cpsc PcD, z 
且 使 也 是 紧 致 的 ， 令 玉 = 了 Fs, 0 一 RB" 一,， 则 它们 满足 上 述 定 
理 的 条 件 , 故 存在 ER" 上 的 0” 函数 c(o), 它 在 了 上 的 值 为 在 
0 上 ( 即 六 外) 的 值 为 零 。 定 六 函数 广 :RE"> 尼 如 下 ， 

， co)Fo)，ocEDi 
户 (o)= to ER ps 
因为 (R"-_Ps) ND-0U- p, 而 o(w) 在 U 一 玉 。 上 为 零 ， 所 以 
广 (z) 是 完全 确定 的 . 又 因为 产 (z) 在 开 集 UU 上 是 0* 的 ， 在 开 集 
R" -FF， 上 是 0” 的 ,所 以 六 (2) 为 Kr" 上 的 07 请 妆 显然 刻 即 
可 取 为 推论 中 的 和 WV， 和 


1.2% 反 铺 数 定理 


“ 设 4.B, 为 两 个 集合 , f:4-> B 为 一 映射 . 如 果 它 天 4 到 台 
个 B 上 的 映射 , 即 了 (4) = 了 则 称 了 为 满 射 ， 如 果 了 是 一 对 一 的 ， 
即 对 于 任意 的 v1, m2€ 4, mi 天 v2 均 有 (wi) 天 fw2)， 则 称 7 尖 音 
射 ， 如 果 了 既是 满 射 又 是 单 射 , 则 炊 了 为 双 射 。 设 f:4->B 是 双 
射 , 则 存在 闻 映 射 -六 :了 一 4。 如果 了 和 六 ”都 是 连续 的 , 则 称 了 
为 同 胚 


0 。 


定义 1.1.2 设 可 和 入 都 是 BR” 中 的 开 集 . 如 果 映 射 也 : 
0->V 满足 下 述 条 件 ; 
i) 了 为 同 胚 ; / 
ii) 和 都 为 O*(% 宇 1) 的 ， 
则 称 了 为 0*- 微 分 同 胚 ; 称 如 和 了 是 0 微分 同 茎 的 . 特别 , 当 
1= co 时 , 简称 为 微分 同 胚 . 
一 例 1 设 了 :R"->R" 是 4- Cas 本 到 b= (WP, 
5”") 的 平移 . 可 表示 为 
Po, 2 or) = (n+ (Bg), ort bmg")), 
即 万 (zw)=z+(5 一 0@). 它 的 分 晤 函数 fi(w)=w' 十 (8: 一 a (6 一 1 
m) 都 是 解析 的 ， 因 而 也 是 0* 的 ,也 的 逆 了 了 (x) 二 vw 十 (6 一 5) 同 
祥 是 O" 的 。 又 因为 了 是 同 胚 ,所 以 也 是 微分 同 肥 
全 9 设 卫 : 尼 "->R" 是 齐 次 线性 变换 : 
Fw)=A., ER", / (4.1.8) 
即 : i 
F(t, + w™) -人 qv 本 
由 直接 计算 可 知 DF(z) = 4， 4 为 矩阵 (05) mxm. z 
车 det4z#0, 则 4 有 逆 和 矩阵, 此 时 道 肌 射 也 -+ 也 为 齐 次 线性 
变换 ， 思 +(z) 二 4,w， 显 然 ， 此 时 矿 为 同 胜 ， 且 了 和 也 + 者 
是 0 的 , 从 而 互 为 微分 同 胚 . 若 det 4=0， 则 不 是 单 射 ， 它 
至 少 把 过 原点 的 一 条 直线 映射 为 原点 . 因此 得 到 结论 : 齐 次 线性 
变换 (1.1.8) 为 微分 同 胚 的 充分 必要 条 件 为 DB(z) = 4 是非 奇 异 
微分 同 胚 是 BR”" 中 开 子 集 的 一 个 等 价 关系 , 即 具有 对 称 性 , 反 
身 性 和 传递 性 , 前 两 个 性 质 已 包含 在 定义 1.1.3 中 , 而 传递 性 可 令 
述 如 下 ; 
四 ?7 。 


引 理 1 . 设 UV.W 是 BR" 的 开 子 集 . PF:U->V, G3:7-> 本 

弛 是 清和 及 =Go8:U—>W 是 了 和 G 的 复合 ,车 了 .GQ、H 中 有 
i 个 是 微分 同 奈 , 则 第 三 个 也 是 微分 同 胚 。 . ，.: 
证 明 留 给 读者 作 练 习 . 

下 面 狼 述 并 证 明 欧 氏 空间 映射 的 一 个 基本 定理 . 

定理 1.1.4( 反 函数 定理 ) 设 0U 是 RR" 的 开 集 , 了 P:0> RE” 
是 .O*(k 之 1) 映 射 , 车 a&E 0, 且 DF (a) 是 非 奇 异 的 ， 则 存在 6 的 
一 个 开 邻 域 玉 CDU, 使 得 了 :WW> 了 (W) = 六 为 Or 微分 同 胚 ; 且 
若 zEW,y=F(w), 则 FT 在 y 的 微分 为 

DT 一 力 =(CDZ (1.1.9) 

其 中 (DF(w)) 下 表示 DF(z) 的 道 。 

为 证 明定 理 ,我 们 给 出 下 述 引 理 . 

引 理 2% 《收缩 映射 定理 ) . 设 攻 是 度量 为 do， 咏 的 完备 度 
量 空间 2:M-> M 是 M 到 自身 的 上 映 射 ， 若 存在 一 个 常数 
0< 和 一 也 使 得 对 于 任意 wz, YE M, 有 

To) 了 (DJ)SMdCo, 9)， 

则 了 在 1 中 有 一 个 唯一 不 动 的 点 'q。 

证 明 重复 应 用 映射 他, 得 dCT"(z) ,了 "CO ) 生 MG(o, 0). 特 
剂 ; 若 生 了 到 一 个 点 ceE 3 并 令 v4 一 T 了 "(wo), 则 ws 一 下 oao) 一 
Pr TTA) ). :于 是 有 .dc oo 三 AG(wo, -了 2” (wo))。 根据 三 角 
不 等 式 
| dso, PT" (en)) sa(e (wo)) FAT m0), TA) te 
i FadCTn-ipo), me | 

< 妇 ( 人 十 入 十 十 和 7 Dw, T (wo)) 


| 工 
< 于 一 i dao, (20)). 


收 d Go npm) < 


其 中 k= 了 二 2 d(xo, T' (go0)) 


是 一 个 与 m、nn 二 出 于 0<N<1, 因此 {mj 是 
Cauchy 点 列 . 


lim Vn 一 lim 141 一 好。 


人 


而 
da(T(@), @)=limad(T (gs), tr) 一 Hm d(wnr, on) 一 0. 


所 以 了 (ec) =w, 邑 6 是 映射 工 的 不 动 点 。 若 有 两 个 不 同 的 不 动 扩 
gb, 则 4(sg, 52) 一 dT(g), 了 (D5)) 寺 ANG4(gs， 中 这 与 入 过 1 的 假设 矛 
盾 。 因 此 了 在 履 中 只 有 唯一 的 一 个 不 动 各 4 量 
定理 1.1.4 的 证 明 我 们 将 证 明 分 成 者 干 步 . 
1° 由 引 理 1, 结合 例 1 和 例 2, 不 失 一 般 性 ,可 以 假定 了 (0) = 
0, D8(0) 一 了 ,这 里 工 为 mxm 单位 矩阵 、 然 后 ， 定 义 瞎 射 6; 
U0—>t” 如 下 ， 
G(w)=8— FF (vw), (1.1.10)1 
显然 有 
G0)=0, DGC0)=0, (1.1.10), 
上 式 中 最 后 一 个 0 表示 mxm 零 矩 阵 ， - 
2” 存 在 一 个 实数 7>0, 使 得 DF 在 闲 球 Bo,(0) CU 上 是 非 
奇异 的 , 且 对 于 任意 的 m1, %2€ B.(0), 有 


IG (8%) — G(s) | 二 lz 一 | (1.1.11) 


[wi —wol<21F (00) 一 全 (za) (1.1.12) 
事实 上 ， 因 为 了 和 人 都 是 0O*(% 之 了 映射 , 故 D(xD9(z) 
的 所 有 元 素 都 是 = 的 连续 函数 ， 因为 DF(0)=I，DG(0) = 
因此 可 适当 选取 ”% 使 得 在 Ba(0)CU 上 detCDZ (Co)) 恒 不 等 


sa (a 


于 零 , 且 在 B.(0) 上 DG(w) 的 所 有 元 素 的 绝对 值 不 大 于 1/2m. 和 
是 ,对 于 任意 的 ci, zzE8.(0)，G 的 分 量 函 数 %(z) 有 


Lo -Wo | = | SF (vat 0 (ms 02)) (of —o) 


<3—|m wl], 0<0<1.. 
nn 


于 是 加 可 
Ge) -Go) 1 =| Sg (0s) — 902)) I 
< 二 lo—woll 
此 即 (1.14.11)， 由 (1.1.10)i, 上 式 又 可 写 为 
于 lo 一 ol >1m 一 了 CoD -et Po 
> lo mw llF (v1) — E(w)), 
从 而 得 出 (1.1.12) 式 . 
3? 若 lz|<w 则 
1G(D) I< 
好 z G(B.(0)) CSB, (0), 
而 且 对 于 每 一 个 YE 有 B, (0), 存在 唯一 的 wn€ B.(0), 使 等 了 (2) 一 
"0 
在 圭 . 工 .1) 式 中 令 vw1=z，zs 一 0, 得 


1G <3lzl. 
于 是 |ol<"l 时 ， 
四 19(o1< 工 、 
对 于 任意 的 VE 万 (0) 和 wE 瑟 (0), 有 


IG(o) yl < IG 1+ yet 


ee 10 。 


对 任 一 固定 的 yE 豆 (0), 定义 映射 2 B.(0)-> B.(0) 
oh>dsoO 一 5 十 Go)， 
于 是 mu(z) =w 当 目 仅 当 yw 一 G(w) 一 也 (wz)。， 另 一 方面 ， 对 于 
mpi, ws BO0), 由 (1.1.11) 式 
To) 一 Treo |= 1G (on) —G(o) 1 < 到 la 一 ol 
这 表明 T,(w) 是 紧 致 集 B,(0) 到 自身 的 收缩 映射 利用 引 理 2, 存 
在 唯一 的 2 使 T,(2) zw, 于 是 y= 五 (z)， 从 而 有 映射 
FP:B.(0)—™> B.,0), 

使 得 foF(y) =y, yE€ B.(0). 

和 令 邢 = 了 +4(B,(0)), VB,(0), 则 W 是 如 的 开 子 集 ， 
且 了 :WW 一 六 为 同 胚 映射 . 

事实 上 , 由 于 也 是 连续 的 , 因此 机 一 至:( 了 (0)) 是 B.(0) 
的 开 子 集 ， 而 B.(0) CD, 因此 WW 是 呈 的 开 子 集 . 

为 证 明 同 胚 , 只 须 证 明 了 -+ 是 连续 的 .对 于 任意 的 

Yi, yo 人 4 (0) ) 
由 (二 .41.12) 式 ,有 
[IF (yy 一 -Fy)| = |v 2 aa- Fo 人 
一 引 4 一 yl 

上 式 表 明 P71:V-> W 是 连续 的 . 

5° 设 5=(g) EV, 则 也 二 在 5 点 是 可 微分 的 ,并 且 

DF-1(C5b) = (DF(a)) 1. 
因为 是 0*(% 之 1) 的 , 故 对 于 任意 ,a€EW, 有 
FF(o) 一 下 (@)=DPB(o) (一 办 十 lz 一 alR @). ~ 

其 中 lmjiRCz, a)1 一 0. 由 于 DF(@) 是 非 奇 异 的 , 以 B 表示 它 的 


“ll. 


逆 , 即 (DF(g))-1， 用 B 左 乘 上 式 ,得 
B(y—0)=%— 4 十 jw 一 ol BR(%, 0) 
= Fi(y)—F-1(b) 
+ FP-AO NBRCP ty), PA(b)). 
将 它 改 写成 
Fi(y)=F1(0) + BYy -25)+ly—olr(y, 6), 
其 中 z z 
r(y, b) = 一 BR(F-!(y), F-1(b)), 
y 关 /0. 
由 ( 工 . 工 .12) 式 
FH) FAD lz 一 dl 
pT FT 
是 常数 矩阵 , P+ 是 连续 映射 ， 故 tm lr(y， 有 1-0 因此 
-1 在 任何 点 5EV 是 可 答 分 的 且 
DF-(6)= B= (DF (0) ) 一 
6° 车 卫 在 WW 上 为 p21) 的 则 也 了 + 在 上 也 是 0 
的 . 
因为 了 +(y) 在 玉 上 是 连续 的 ,了 -1(V) 一 仇 ， 又 因 DF 的 元 
索 在 WW 上 是 Ox-+ 的 ， 而 非 奇 异 矩 阵 的 闻 邱 阵 的 元 素 是 原 算 阵 元 
素 的 O= 函数 , 因 雍 
DF1i(y)= (DF(F-1(y))) 1!, vyEV a 1 .13) 


的 元 素 在 六 上 是 连续 的 , 因此 -+ 至 少 是 0 的 . ,然后 , 假设 也 

是 0: 的 (I< 用 ,由 (1.1.13) 及 以 上 所 述 ， 可 知 D7- 的 元 素 均 为 

0: 的 ， 因 此 万 + 是 O91 的 . 这 样 由 归纳 法 即 知 了 + 在 六 上 是 

0 的. 目 

， 使 用 定理 1.1.4 中 的 记号 ， 由 定理 .1.4 可 以 得 到 以 下 两 
个 推 1 次 

可 -12 . 


”推论 1 阁 DF 在 U 上 是 非 奇 异 的 ， 则 也 是 U0 的 开 届 
射 ， 即 它 将 DD 及 包含 在 可 内 的 RR" 的 开 于 集 喘 为 R" "中 的 开 子 
集 . 
”推论 2 二 个 C 映射 五 : U~—>F CU ) 为 or 微分 局 胚 的 充 
要 条 件 是 它 是 一 对 一 的 ， 且 2z 在 已 的 任何 点 都 是 非 厅 办 
的 

定理 1. 1. 5( 隐 函数 定理 ) 设 可 \ 了 了 分别 为 R". R: 中 的 开 子 
集 . 映射 了: UXxV->R"* 是 Oxz(1>> 的. 着 对 于 moED， goEV 
映 喘 y 上 > (wo， y) 在 yo 的 微分 Ds f (wo, yoy 非 奇异 ， 山 存 在 : xn 的 
邻 域 UoCU 及 唯一 确定 的 0" 映射 9:0o > &"， 使 得 9(w0) =o， 
且 对 于 一 切 wEUo 有 

f (%, DJ) 一 Fo DD. i 

证 明 考虑 映射 了: U x V—> hk" x R", (2, y) F> (%, 

fc, y))， 则 : 
i .I .0 
DY (eo, yo) = (pe, yo) Dsf (wo, 网 
其 中 .Dif(wo, yo 是 映射 g Fy> cc， yo 在 ze 点 的 微分 . 因为 Do 了 
(zo, yo) 非 奇异 , 放 .DFTswo, yo) 非 奇异 . 由 反 孟 数 定理 ,映射 了 在 
(zo, yo) 的 充分 小 邻 域 0。x Vo 中 存在 唯一 的 逆 映 射 ; 设 严 :如 gx 
Re"~—> R", (v, y) Fo 令 z 
02) 一 人 ol (%, f(a, 由 )， ooEUv 

易 验 证 ， 9 即 为 所 求 | z 和 


1.3 秩 定理 


定义 1.1.3 设 口 是 R" 的 开 子 集 ,了 7: J >» Re" 为 21) 
陕 射 . 映射 五 的 Jacobi 和 矩阵 DF 在 点 zx (ED) 的 秩 称 为 映射 了 
在 wv 的 秩 . 车 对 每 一 个 EWCU, 了 的 秩 均 为 7, 则 称 卫 在 集合 


“3 “人 


WW 上 的 秩 等 于 7. 四 

作 映射 也 和 一 个 微分 司 胚 的 复合 , 由 于 微分 同 胚 有 非 奇 异 的 
Jacobi 矩阵 , 根据 链 规则 定理 ， 这 个 复合 映射 的 秩 等 于 映射 了 的 
秩 . 

定理 1.1. 6( 秩 定理 ) 设 4 .了 分 别 为 BR"、 ER" 中 的 开 子 集 ， 
F:4->B 是 O*(E 宕 1) 映 射 ， 有 目 也 在 A 上 的 秩 等 于 rr， 设 a€A, 
6= (gj .8B, 则 存在 a. 的 开 邻 域 4oC4，BocB 和 和 0” 微分 同 
证 uu: Ao —> UCCR"), v:Bo -> 六 (CR")， 使 得 映射 voPou-1:D 
一 了 具有 下 述 简单 的 形式 : 


n 一 7 个 
voPow to, 0, wm) 0, or, 0, oo, 0). (1.1.14) 
证 明 1” 不 失 一 般 性 , 可 以 假设 a.6 分 别 为 有” 、 全 "中 的 原 
点 , 且 DF(%) 中 左上 方 的 7 级 子 式 不 为 零 , 即 


Ow Dor 
旭 et (@)**0. 
le 2ar | 
Oxi Ow 


2” 和 存在 原点 @ 的 一 个 等 苇 1 AiCA 及 0° 微分 同 胚 ww:A1 一 > 
(A1) 一 Uy, 使 得 


LD CE or 
= 0, 0, rt, ,0) ,Fol oT) 
为 此 ,定义 0 映射 414 -> RB", ayu(o) 如 下 
uwt, 
= (fp, om 
显然 (0) 一 0, 且 
»。14。 


OT 
sooo 米 
Du(w) 一 oFf” of’ 
Dol Dr 
0 [nr 


其 中 J; 为 Cm 一 7) X (m 一 7?) 单位 矩阵 , 左下 方 为 (m--7) x7 零 
上 起 隆 ，* 表示 7X (mm 一 7?) 矩阵 。 由 工 可 知 乞 阵 Dula) 是 非 奇 异 
的 ,由 反 消 数 定理 ,在 4 中 存在 @ 点 的 邻 域 41, 使 w:Ai>u(41) 一 
0 为 0* 微分 同 肚 。 由 “0) = 0， 了 了 (0)=0 可知 Fow 0) 一 0， 
Fou (UD)CSB. 


并 且 
Pow (OO WHE oo, WT ) 、 
0 
其 中 
fi=friiow (wm), 了 一 1 一个。 
显然 


了 WEew  )o) = ,vwED 


由 于 避 :01-> 41 为 微分 同 胚 , 因此 了 ow 在 Ui 上 的 秩 等 于 
了 的 秩 这 种 是 D(F ou™) (9) 右 F 方 的 全 部 元 素 在 Uz 上 均 为 
零 , 即 1 ，f? 均 仅 为 避 ,…, wr 的 函数 . 
3 定义 BR* 中 O07 映射 -> B, yrF> 73(y) 如 下 ， 
Cy, ,of*) z 
= (Ve YE fg YD) ,YY)), 
。 1 。 


显然 2(0)=0. 这 里 是 0 点 的 充分 小 邻 域 , 使 当 
V 一 (pg)EF 
时 ， f "ti(y, 0 一 % 一 让 都 有 定义 ,， 且 使 VCO) CB. 
经 计算 可 知 z 
0 
01I ) 


D5(y) = [= 


因此 D5 在 Vs 上 是 非 奇异 的 . 由 反 函 数 定理 ， 存 在 原点 的 邻 域 
VCV, 使 0:P->0(V) = BoCB 为 0* 微分 同上 及. 
4° .选取 BR" 中 原点 的 邻 域 ICUz 使 得 了 ow-1(DU)CBo， 记 
4o=w(D)， wv 一 (5) 于 是 有 了 映射 ne 了 ou-!:U-> 也 ， 且 它 为 
Or 的 ,再 利用 2°, 3°, 可 得 ’ 


- VoF ou Tp ,oe, WW WH Wm) 


= (V) Tp, (CO 
= (ol ., 2, 0, …, 0), 四 | 
本 \ ~ 一 一 一 
(2 一 9) 个 


推论 ”可 用 以 下 方式 选取 也 和 站，(i) U=B”(0)V= 
B:(0) 或 (ii) 吕 =O%(0), 下 一 O02《0), 此 处 
OO0) = {rE R:| lol <a j=1, 对. 
以 wm 表示 Bx R"? 到 Rr 的 投影 ,6 表示 Br* 到 Rr x Rm* 的 子 
集 x {0} 的 单 射 , 则 在 情况 (), (二 ) 中 ,eye ou。 分 别 是 
Bs(0), Os(0) 上 的 恒 同 映射 | / 
,14 Sard 定理 | 


定义 1.1.4 没 0 是 BR" 中 的 开 子 集 万 : > 已 是 ax(i> 
1) 映 射 对 于 aED, 车 DP(a) 的 牧 小 于 m. 则 称 点 a 是 映射 了 
的 光 潮 后 ,对 应 的 了 (6) € J" 称 为 临界 值 . 

定理 1.1.7(Nard 定理 ) 设 了 :U->R'* 是 Or(p 之 1) 联 射 如 
ob 。 


是 Re" 的 开 于 第 | 
enla 五 的 临界 局 | 
则 玉 (4) 在 至 。 的 测度 和 于 委 

(证 明 见 附录 代 ，) 


$2 .多重 线性 代数 
2.1 向 量 空间 ”对偶 空 间 : 
设 丈 是 一 个 域 ， 通 常 它 为 实数 域 严 或 复数 域 C， 丈 上 的 一 
个 向 量 空间 了 是 -… 个 集合 , 它 具有 以 下 两 种 运算 : 
(i) 加 法 ， 六 Xx 了 > 了 了， ( 开 , 了 )H> 和 十 垃 ， 且 了 关于 加 法 
构成 一 个 交换 群 , 其 单位 元 记 成 0. 
(ii) 乘 数 ，FxV 一 六, (o 并)hH> axX, 且 对 于 任意 的 ,a, 86 
FF 玉 ,，Y 了 EV 都 有 z 
a(XLY)=aT+ar, (a+B)X=aF+BX, 
(aB)X = oa(BZX), 
1 和 二 和 ， 0 和 =0， 
最 后 一 个 等 式 左 侧 0 是 数 零 ， 右 侧 0 是 了 作为 交换 用 的 单位 元: 
向 量 空间 六 的 元 素 称 为 向 量 . 
一 个 问 量 空间 六 如果 还 具有 一 个 本 法 运算 © 1 :VXF—>V, 
( 耳 ,， 了) > 了 OT, 则 它 就 成 为 一 个 代数 . 呈 
向 量 空间 六 的 一 组 基 ( 底 ) 是 及 的 一 个 线性 无 关 的 回 量 组 
el， …) Bm, 县 VY 的 和 任 一 个 元 素 芝 均 可 由 它们 线性 表 出 , 即 有 


所 一 SX : (1 2. 1) 

数组 卫 "，…， 磊 " 称 为 向 量 久 关于 基 {g] 的 分 是 扩 的 一 组 其 中 
所 含 向 量 的 个 数 称 为 向 量 空间 了 的 维 数 。 这 个 定义 是 合理 的 ， 
°° rf ， 


因为 了 的 每 一 组 基 都 具有 相同 数目 个 元 素 . 设 el， …，e 是 下 
01— ase, ouEP, j=1, ,hn (1.2.2) 


易 见 2 …, 5 为 了 的 一 组 基 的 充 要 条 件 是 矩阵 4 = ( 0 )sxn 是 


非 奇 异 的 , 也 即 加 
det(w) 0. (4.9.8) 


现 设 {6} 和 {et} (2=1,…, m) 为 六 的 两 组 基 ， 则 对 任 一 个 同 
量 卫 有 | 
下 一 局 到 6 一 区 
且 根 据 (1.2.2) 和 ( 工 .2.3)， 
ZX 一 袜 ye 3'—> DN, (6G=1, ., n) 
其 中 气 阵 呈 = (585) 为 矩阵 4= (i) 的 逆 矩阵, 即 
Da- Du- 
式 中 


5 人 os (1.2.4) 
称 为 Kronecker delta. 

为 了 方便 , 今后 在 一 个 项 里 , 上 、 下 指标 有 相同 字母 时 ， 则 表示 
在 该 指标 的 变化 范围 内 求 和 (除非 只 有 说 明 ). 这 个 字母 称 为 求 和 
指标 或 哑 指 标 。 因此 以 上 话 式 可 简单 地 表 成 

玉 = 了 6 一 证 6:， :一 证 1 革 ' 二 了 民 4 
| : oo{=6{, abr = 67. 

设 六 为 由 维 向量 空间 ， 0:F 一 为 线性 上 映射， 即 对 于 任何 

至 ,了 GE 矿 和 wawEA 有 
G(X+Y)=0X) 二 9( 了 )， 
(ga on) 人 (1.2.5) 


13。 


记 了 7V*={010:V-> 卫 为 线性 映射 }. 在 VV* 中 用 以 下 自然 方式 
来 定义 加 法 和 数 乘 运算 9+cw 和 ob; 对 于 任何 节 ETV, 定义 
{> (XZ)—0(X)+o(L), 0, EV, aEB, 
(a0) (XZ)=ad(X), 
则 六 * 成 为 丈 上 的 向 量 空 间 。 考 虚 向 量 空间 VV* 上 的 % 个 向 量 
1!，…， wo" 使 得 : 


(1.2.6) 


Cai o> -< 和 oi or(e) 一 3 (1.2.7) 
易 见 of …，ar* 是 线性 无 关 的 , 且 对 任 一 个 9EV* 有 
0 一 > 0 (8;) 0 
故 {wan 是 瑟 的 一 组 基 , 从 而 和 六 有 相同 的 维 数 。 VV 称 
为 了 了 的 对 偶 空 间 .{o} 称 为 {edj 的 对 偶 基 、. 
以 了 ”表示 天 ” 的 对 偶 空 间 , 我 们 有 
定理 1.2.1 VV 是 V* 的 对 侦 空 间 , 即 六 一 VV 
证 明 ”对 于 任意 的 及 EV, wEV", 定义 
《X， w=wo(¥). 
于 是 ， 对 于 任何 o 9EV', a€E 配 有 
《<X, +O= (0-H0) (X) =w( 下 ) 十 0( 下 ) | 
一 《X +t, 0 -| 
CX, 0 = (a0) (KX)=aw0(X)=aX, >, 
这 意味 着 了 是 了 六 到达 的 线性 映射 . 
另 一 方面 ,对 于 任何 一 个 了 一 的 线性 映射 9， 总 可 以 找到 
一 个 卫 EV, 使 得 对 于 任何 EV*"， 有 《了 ,wo> 一 p(w)。 事实 上 ， 


令 了 = > p(w')es 则 
CK, o>=o (Tol) 0) -Boole) 
— 7 (oo )=P(0). 
: 9 19 ' 


综 上 所 述 , 严 是 及 一 丈 的 线性 映射 全 体 , 即 万 = 时 
以 上 所 证 , 实质 上 说 明了 六 与 VV"“* 是 自然 同 构 的 . 
设 {ej 和 {ey 为 了 的 两 组 基 ，{o 呈 和 {ofyy 分 别 为 它们 的 对 侦 
基 . 设 _ 
z ef 一 0g6b 
则 有 01 = bi 
其 中 矩阵 避 = (5 是 矩阵 4= (ai) 的 逆 , 即 B= 4 二 
| 又 车 及 一 Xig= Xie,, 0= bo 一 90 则 
XIX 0=a{0; 
通 渭 ,VY 中 的 元 素 节 称 为 反 变 向 量 ， 它 的 分 量 中 1 ，…， 环 " 
称 为 反 变 分 量 .V* 中 的 元 素 0 称 为 共 变 向 量 ， 它 的 分 量 人 On 
称 为 共 变 分 量 . 


2.2 张 量 积 张 量 代 数 


定义 1.8.1 设 Vy… Vs 和 琴 均 为 向 量 空间 f :V1XVsx 
xVs>W. 着 对 于 任意 的 XX。Y,EV (6 ‘, b), 0, BE 
六 有 
(了 1 Ri oR HBT, Kip,» Xx) 
fs ,2X) A/C 下 
(1.2.8) 
则 映射 了 称 为 ( 重 ) 线 性 的 。 特别 ， 一 2 时, 了 称 为 双 线 性 映射 . 
令 - 
YP Ts 琴 )={fFlj:7ixFsx…xJr> 了 为 下 重 线 
性 映射 }， 仿 2.1 所 作 ， 用 一 种 自然 的 方式 定义 加 法 和 数 乘 ; 
(V1, …， Vis 栈 ) 可 成 为 一 个 向 量 空间 . 
注意 , 线性 映射 T:-> 本 的 信 域 Im 人 P= 全 (7) 是 琅 的 -个 
了 空间 ,但 重 线性 哆 射 了 的 值 域 Pn 一 {jC …， XD 1X16 
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一 4，…, 不 一 定 是 玉 的 子 空 间 ， 以 下 用 《im 访 表示 出 
Jm f 生成 的 砂 的 子 空间 . 

定义 1.2.2. 设 六 .Vs 为 给 定 的 两 个 向 量 空间 ， 如 果 存 在 一 
个 回 量 空间 太 和 一 个 双 线 性 映射 @:7xF 一 > 刺 , 使 得 

(i) W= n>= (V1XT,)>, 

(ii) 对 于 任意 的 向 量 空间 和 和 双 线 性 上 映射 :Vix 了 ,~ 儿 ， 
神 仔 在 线性 上 映射 g9:W -> 2, 使 得 /一 gc, 妈 有 下 述 可 交换 图 ;:… 


V, XV 9 W 
| 4 
+ 


那 末 , 琅 称 为 由 本 和 本 。 的 张 量 积 生成 的 张 量 宣 间 ， :或 称 葬 为 
Vi 和 Vs 的 张 量 积 , 记 作 全 = V WV:. 
容易 看 出 ， 定义 条 件 (1) 中 线性 映射 9 是 由 f 唯 一 确定 的 事 
实 上 ,车 有 0: 机 一 分 满足 j= wo@) 6 一 二 2, 出 对 于 任何 们 :6 
fi, 2€EV2, fT, X,)= % (XXXa)， 一 1, 2, 因此 ， 和 
gi (XiBI2) — ga( FDRs). 和 
由 条 件 (及 党 1 有 2 的 任意 性 , 可 网 91 02. 
以 下 来 寻求 下 和 四 ， 设 六 和 及 分 别 为 了 和 的 对 个 
空间 ， 先 作 陕 射 @， | 
(4 ， 六 )F> XOY, XEV, z YEV, 
这 里 了 荆 @ 了 :VixVs-> 到 定义 如 下 : 对 任意 的 二 rEVs 
(XY) (6, 0)= < Xo, 7» | 
其 中 < ， >》 类 似 于 (1.2.7) 所 定义 ， 由 此 易 见 人 了 EZ(V 3 
i; 五 ), 且 映 射 加 :ViXVs> 名 (Vi，V%; 耳 ) 是 双 线 性 的 。 以 人 y 
表示 由 .XC (了 EVi, 了 EV;) 所 生成 的 向 量子 空间 ; 邑 
: W= WV xXV CE TI, Vy; E). 


。 2 。 


现 来 证 实 琴 和 办 即 为 所 求 . 设 {ej，1<<n 一 dm {ep}, ， 


1<p<m 一 dim ;分别 是 Vi 和 万 。 的 一 组 基 . {ww 和 {2659} 分 别 为 
:和 了 3 中 关于 {ei} 和 6p} 的 对 偶 基 ， 因 为 中 是 双 线 性 喘 射 , 故 
z XV =F)Y (wr)e ey. z | 
于 是 ,W 中 元 素 是 {e968p}, 1<b<n, 1<p<m 的 线性 组 合 ， 易 向 
{8:96o} 是 线性 无 关 组 , 茹 全 为 nxm 维 向 量 空 间 ，{6:92p} 为 其 
一 组 基 ， 另 一 方面 , 任意 一 个 1€ .GZ(7i， V 和 本 ) 均 可 表达 为 
1 一 它 aizeCoey 
其 中 er=1(w'，6r) € FF, 故 证 得 
W=Z(7% V3 F), 
dim W=nXm= (dim Vi) x (dim 7,). 


现在 ,车 fiX 了 Vs> 7 为 双 线 性 映射 ,用 下 述 方式 来 定义 一 


个 线性 映射 9: W 一 负 : 对 于 任意 的 子 EFz YEVs 令 
gy(X@Y)-/(X, 7) 四 
从 而 即 得 fge@， 由 上 所 作 , 我 们 即 有 
定理 1.2.2 ”向 量 空间 V: 和 了 Vs 的 张 量 积 (空间 ) 是 存在 的 ， 
并 且 在 同 构 的 意义 是 唯一 的 。 其 维 数 等 于 Fi: 和 了 。 的 维 数 的 飞 
po / 和 
相仿 , 可 确定 7 和 7 的 张 量 积 iT2 且 有 
iFi= Zr Fas 及， 
此 外 , {2'G907}， <i<mw 1<p<m 为 其 一 组 基 . 
车 用 下 述 方式 来 定义 一 个 双 线 性 映射 
《 :VBP;) x (IO 一 下 
和信 四 
CeiDep, oj 四 办 = 人 op HO—616%, (1.2.9) 
再 作 线 性 扩张 , 则 得 到 
» 39 。 
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命题 1.2.3 张 量 积 CPP 和 [ 广 CF 是 相互 对 偶 的 ， 且 
{eG9ev} 和 {oD6w 中 7 二 为 对 侦 基 ， 

类 似 地 , 可 定义 张 量 积 

VV ABV = Vs 
即 有 线性 映射 
CQO:V1X.: XV 一 > OV, 
使 得 : 
COV ,= CY V1X “°° XVy)>, / 
且 对 任 一 万 线性 映射 JE.2(7i,…, Vs 8)， 必 存在 唯一 的 线性 
史册 / 、 
gt ZL(OVs 2) 
使 得 f=g 史 9 此 时 
dim (cr -1 dim VV,. 


蝇 空 间 。 | 
和 VV TY FD 
的 元 素 称 为 7 阶 反 变 ,s 阶 共 变 的 (r,s) 型 张 量 | 
二 阶 反 变 ( 共 变 ) 张 量 即 为 反 变 ( 共 变 ) 向 量 , 将 到 的 元 素 认 作 
《0，0) 型 张 量 , 则 
VB=F, Vi=V, V3=V"*. 
设 {tej 为 了 的 一 组 基 ,{o 为 其 对 偶 基 , 于 是 
{e 因 De oz 网 Do 和 ,站 
是 六 的 一 组 基 . @E 歼 可 唯一 奏 示 成 
D= D7 En We; LO OO CO, 
°° 23 ， 


其 中 


Dt 一 区 (ah， 。。， CDfr， Oy, “80.) 
~ 《$, ww'"DenO……60e; > (1.2.10) 
称 为 张 量 $ 关于 基 {e:} 的 分 量 . 
设 {e@} 为 VY 的 另 一 组 基 ，e= afej， 设 矩阵 (01 为 矩阵 (cf) 的 
逆 和 矩阵 , 以 有 忒 表示 关于 基 {ed} 的 分 量 , 则 易 证 
一 (1.2.10) 
上 式 即 为 基 变换 下 , 张 量 的 对 应 分 量 之 间 的 变换 式 . 
反之 ,车 在 不 同 基 下 有 两 组 量 {多 5 和 {B82 洛 }, 它们 满足 关 
系 式 (1.2.10)', 则 可 以 定义 一 个 (7, s) 型 张 量 看 
中 一 GlenCo… Der WOO CO 


和 DB 了 en: .GDe,GCDaoPGo ‘GO 
因此 有 co 


命题 1.2.4 在 不 同 基 {ej 和 +{e:= ctei 下， 两 组 量 {G@22e 和 
{多} 为 一 个 (7，s) 型 张 量 甸 的 对 应 分 量 的 充 要 条 件 是 它们 满 
足 关系 式 (i1.2.10)“. 

。 上述 命 题 也 可 作为 张 量 的 定义 . 在 张 量 计算 中 ， 这 是 判断 一 
个 量 为 张 量 的 准则 . 

《r,s) 型 张 量 是 向 量 空间 了 V!; 的 元 素 ,， 故 同类 型 的 张 量 可 以 相 
加 , 当然 它们 也 可 以 进行 数 乘 ， 此 外 张 量 还 有 另外 两 种 运算 : 张 量 
乘法 和 缩 并 . : / 

定义 1.2.& 设 BEVn, 罗 EV”, 张 量 G 和 多 的 张 量 积 

LOVEVntr 
定义 如 下 ; 对 任意 的 


1 7 


和 (0”, 0 Ot) EV*X KX? 


Si 路 39 


(1, “9 Rss) EV Xx, 


e :024 。- 


有 
(TOD) 0!, 1 Otr, Ri Rn) 
= D/O0, 。 Os, 1 “ RVDONtT “0+trs ,1 “*, 大) 
(1.2.11) 
显 见 这 样 定义 的 张 量 乘法 满足 结合 律 和 分 配 律 ， 此 外 $% 罗 关于 
一 组 基 {e,;} 的 分 量 是 和 罗 的 分 量 的 乘积 , 即 有 
(DOV Fi = DED Yr (1.2.11)’ 
现在 引入 张 量 的 - _ 种 重要 而 特殊 的 运算 一 缩 并 . 
设 T 一 了 19…@ 丰 /9019… 的 0 其 中 XEV，1<ien 
HE 1<j<s， 对 于 固定 的 二 个 指标 (， 力 ， 定义 
ctc 六 二 
一 《站 8 站 尼 1 罗 国生 国 … 因 和 bp …Qp 
其 中 记号 4“ 人 ”表示 删 去 该 因子 ， 对 于 一 般 的 (r, s) 型 张 量 EV 
我 们 把 算 子 oto,s 线 性 扩张 后 作用 到 上, 就 得 到 一 个 (7 一 1,，s 一 
1) 型 张 量 et,pBEV' 导 ，、 具 体 表 示 如 下 ， 


设 
| SD = Bhp0, .en "Om. .Oe, 
则 / 
oto, nD = Priiprots, (em%- "90, OPCO...000°:) 
= Dr 6, Ov >eu QI CE 0…Gexvr 
O00...000%60. .6000%s 
Re CDen 
QAB DBprBC BC (1.2.19) 
定义 1.2.5 上 述 运算 ot: 太 ”> 有 称 为 张 量 的 缩 并 . 
根据 回 量 空间 的 加 法 ， 我 们 可 构 作 了 上 所 有 加 量 空间 矿 : 的 
直 和 


FU)- FH OF. 


竟 人 和 生 


其 元 素 为 2 四 YI，ZIET 和 式 中 只 含有 限 多 项 ，.9 (及 ) 为 无 限 
维 向 量 空间 利用 张 量 乘法 @，.9G (7) 成 为 吾 上 一 个 结合 代数 ， 
它 称 为 上 的 张 量 代数 ， 令 

r=V5 =， To= 了 "= 五 
易 见 


FTP)-~ FH OV ar)- HEV, 
是 .F() 的 两 个 子 代数 . 


2.3 对称 和 反 (对 ) 称 张 恒 
我 们 来 研究 


， 
VG 
中 两 类 特殊 的 张 量 . 
定义 1.2.6 设 瑟 E7 车 对 于 任意 的 和 ，…， 卫 ,:EV 都 有 
01O. ED. 
-DX 1 Xo Aor ”…") . 
: Tot, Ko, Kos Rr), Ta, b<r) (1.2.13) 
则 称 7 阶 共 变 张 量 下 是 对 称 的 ; 而 若 
D(XL, 。… 及 0 及 。。) XX,) 
一 一 古 ( 和 1，.…， 1 互 ， 及, : 
si 下 ob XR) (< b<r), (1.2.14) 
则 称 B 是 反 ( 对 ) 称 的 . 
设 {ei} 为 广 的 一 组 基 , {o4 为 斑 ” 中 的 对 偶 基 ， 使 用 分 量 来 幅 
示 
DPD= Bi O00 OO, IN 
令 6 (i<o<r7), 
。26 。 


则 直接 算得 
(RI) 
TD RI Ho, Ko, Kort 1 a Rol, Ry) 
= (Dooiot, FE Do smdto to ts) MNS NY, (lew, brT). 
由 于 瑟 …， 和 ET 的 任意 性 ， 即 Ns 的 任意 性 ， 就 得 到 下 列 命 
题 . 四 

命题 1.2.5 设 GE 则 多 为 对 称 张 量 ( 反 称 张 量 ) 的 充 要 

条 件 是 它 的 分 量 关 于 各 指标 是 对 称 的 ( 反 称 的 ). 

如果, 罗 ET, 同 是 对 称 的 或 反 称 的 。 则 对 于 任意 的 oa, RE 
FF, a6 十 BV 同样 是 对 称 的 让 反 淘 的 ， 因 此 ，V ,内 对 称 张 量 的 全 
体 构 成 痰 ; 的 一 个 子 空间 ， 用 QO'(V*) 表 示 ， 反 称 张 量 的 全 体 也 构 
成 一 个 子 空间 ， 用 入 "(79) 表 示 . 显然 这 两 个 子 空 间 只 有 和 夫 张 量 
是 公共 元 . 

为 进一步 开展 讨论 ， 我 们 给 出 另 一 种 叙述 .以 VPCr) 表示 自然 
数 {L，…， 他 的 置换 群 ,acEo(r) 表 示 置 换代 的 一 《ct 
o《7)), 再 以 sgn 表示 置换 oa 的 符号 ,由 

/ + 二 o 为 偶 置 换 ，- 
一 1， o 为 奇 置换 . 
易 见 chHsgn o 是 置换 群 9(7) 到 由 酚 个 元 索 十 1， 一 1 构成 的 习 
法 群 的 同 态 。 于 是 , 我 们 就 可 得 出 等 价 定义 : 

如 果 对 于 任意 的 了 …， 和 EP 和 ceEp(n ,都 有 

DRI, ,Rr) = P(A, *"*) cn) 
则 是 对 称 的 ; 如 果 四 
了 (人 1 X,) = (sgn oO)B(AAD “or)), 
则 是 反 称 的 . 

p(r) 的 任 一 个 元 素 o 确定 了 六, 的 一 个 自 间 态 o:V, 一 了 V， 

其 定义 为 对 于 任意 的 了 EV 及 1 ……* ,XEV 


ggn o—| | (1.2.15) 


* 27 .4 


oP(F1 BT, on). (1.2.16) 
从 而 BEV, 为 对 称 张 量 的 充 要 条 件 是 , 对 任意 的 cEp(r), 有 


oD 5, (1.2.17) 
为 反 称 张 量 的 充 要 条 件 是 , 对 于 任意 的 cE 9(《7), 有 
oD= (sgn o)F (1.2.18) 


使 用 以 上 符号 ， 在 张 量 空间 六， 廿 给 出 两 个 重要 的 线性 变 换 
和 .%:7 一 > 了 Vy 其 定义 分 别 为 


和 5 四- 1 vg : 20 


fl! pyEw) z 


BD) = -加 (sg Oo, (1.2.20) 
2 和 .o 分 别称 为 人 阶 共 变 张 时 的 对 称 化 算 子 和 反 称 化 算 子 . 
定理 1.2.6 算 子 9 和 .oz 有 以 下 性 质 ， 
(ii ) 7 和 .xzr 都 是 投影 算 子 , 即 了 t=， r= 
(i) FVy) = OTP), AF) = AW). 
(i) BETV ,是 对 称 的 , 当 且 仅 当 .9 (区 ) 一 外 
BETV ,是 反 称 的 , 当 且 仅 当 .1(@) 一 
证 明 仅 对 .Ys 进行 证 明 . 设 YEp(r ) 为 任 一 置换 ， 则 由 
(1.2.16) 和 (1.2.20) ,得 
TA DFI, oe, RA BR, ,Ry)) 
-区 .已 (sgn OB Xo 下 err) 。 
(1.2.21) 
由 于 sgn 为 置换 群 pg(7) 到 乘法 群 {一 I， 十 1} 的 同 态 , 故 
Sgn o= gn o Sgn 7 Sgn T= gn ov Sgn 7, 
此 外 / 
{olo€p(r)}= {or|oE P(r)} 一 pr)， 
故人 .2.21) 的 右 侧 成 为 
+ 25。 


gn rE (sen ow) DR “eo, an) 
一 SgD TAD RI, ,XX ,). 
由 于 革 1,…:,， 了 .EV 的 任意 性 , 即 知 
TA ID= (Sgn 5).A DD, 
也 即 LBE 入 "(VV*), 于 是 VAV OCA) 反之 , 设 TEAXT') 
即 o@D= (sgn o)F, 故 由 (1 .2.20)， 


YB- 5 S60, 


TT! ceEocr) 


即 有 人 "VV")CAVr)。， 于 是 .Fo= 和 7) 由 此 ， 性质 
i) iii) 也 容易 证 得 . 民 
设 j/ 7 一 太 为 两 向 量 空间 之 间 的 线性 映射 ， 
了 ;一族 " 加 …@@ 太 " 
若 对 任意 的 罗 EW%， 卫 J， …， 及 EV, 定义 .PE 为 
(FP) Zs 三) 一 于 (FE ,FR)), (1.2.22) 
则 得 出 了 的 一 个 诱导 线性 映射 产 :FT 一 万 7 
关于 映射 ", 有 下 述 性 质 
定理 1.2.7 算 子 .9 .1 分 别 与 阁 是 可 交换 的 , 即 
Frof r=f oF, Arof*=f* ok. 
证 明 仅 以 .x 为 例证 明 ， 由 (1.2.22) 
f "VFocn' Eon) — PfERo), », fFen)), 


用 工 sgn o 箭 上 式 两 边 , 且 对 o 遍及 p(") 求 和 ， 左 端 为 - 


~ EB (sgn of"V(Ko Fan) = A PK "i 1), 


TI oeg(r) 


而 右 端 由 于 f* 的 线性 性 , 故 
OS (sgn oOV(F(Ron), fn)) 


FoeEpr) 


= ArB FLED, ,fAX)) 


* LI | 


= 户 (A PX, “*°，, 玉 ). 
比较 两 边 , 由 于 1,…*， 了 节 ,:/EV， 罗 EW; 的 任意 性 , 即 得 
‘Arof =f "of. 


2.4 外 代数 


反 称 张 量 在 流 形 理论 的 研究 中 起 了 重要 的 作用 .为 此 ， 对 反 

称 张 量 作 进 一 步 讨 论 。 我 们 已 定义 了 7 阶 反 称 共 变 张 量 的 空间 
| N'(V*)=.%,(V,), 7?>2. 
为 方便 起 见 ,将 .sg 简写 为 .x ,再 约定 
NV), MV)=E. 

现在 引入 反 称 共 变 张 量 的 外 积 运算 

定义 1.2.7 设 BEAKVY), 罗 EA 人 XTV"). 映 射 人 :人 "(7*)x 
入 "7 一 入"(V*) 由 下 式 定义 


GA VCH .A(GOP) / [1.2.23) 


人 称 为 外 线 BE 人 多 称 为 6 和 多 的 外 积 . 

定理 1.2.8 外 积 是 双 线 性 的 ， 且 外 积 运算 满足 分 配 律 ， 反 交 
换 律 和 结合 律 ， 即 若 多、 Bi BoE 入 (7*), 多、 到 2E 人 7， 
IE 人 :7 oo BEB 则 有 

(i) (abi+BB) NPD-ab NV+BD ND, 

7 GADt+BVD) =aBNVTBGENDTs (1.2.24) 

(Hi) PAP= (1)"PANS, | 

(iii) (BNTINI=BN (VTA). 

证 明 由 于 .2: 及 一 六 -是 线性 的 ， o9: VixV,.—>V1OV, 
是 双 线 性 的 , 故 外 乘积 是 双 线 性 的 , 旦 满 足 分 配 律 (i). 

由 定义 .1.2.7, 人 煞 是 反 称 张 量 ， 故 对 任意 的 TE9(7 十 s)， 
我 们 有 
»。 30 。 


SGNT)= (sgn 7 ENT. 
现 取 
上 
(1 SS 十 414， ……， S ) 

则 sgn z 一 (一 1)", 夏 对 任意 的 二 bb ww， 了 rsEV ,有 
(—D"BADV RI, + Fs) 

= DNV HD, ,Rrrrs) : 

—BN 人 VR tr 


1 四 
7 (sgn oD Lossry) "yy orn) DKocnsr 于 on) 


一 A VOD) (和 Tr) 


= WAD( RTI, .Ks)) 
从 而 (ii) 得 证 . 本 
现 证 (iii). 由 (1.2.23), 对 任意 的 和 …, 科 rrestE 了 有 
CODTNIO CINED. 


1 (sgn o) 了 S' sons 


(T+ 8s) 1#1 0 EpU+S+)) rls! veft+s ~ 


D(X oy), “*°y X wor)) “WD (Ko “9 X rocr+a) 


四 


“NCEocrtsthy ,Kortstt) : : 
第 二 个 和 式 记号 中 和 (Cr 二 s) 表示 元 素 0(1)，…, o(7 十 s) 的 置换 
群 。 于 是 对 每 一 个 固定 的 +GZ(r 二 se)Cep(r-s+b, 有 


,ens Sgn G SED T D(X oo)) ”””》 von) 
-DK ocrsd) “", yorty)) NR osty) “*°) Rorrsrt)) 
一 之 ， (sgn o)D( Xoo, ~ X00)) 


gEo{r+st+1t) 


“DRocrrpy Rocrss)N TF orstD 7 Rocrtstt) 
=(7+ST 1 BODON (KI Appstt)s 
故 证 得 
.31 


(男人 完 ) 入 7 (天 1， °°, 下 -sft) 


~ 2 (PO CO ) x (Ad ””) Xtt). 


(1.2.25) 


相仿 , 可 得 


多 1， 


时 ,人 


GBA (PA) (Om) | 


六 1S171 
= (GANT) NAN. 
推论 1 设 oEA 人 -= 大, 则 ww 人 ww 一 0 号 
推论 2 设 fo 为 斑 " 的 一 组 基 , 则 有 
oA A Or= 7 (O06. Gor)， : 

(1<o nD). (1.2.26) 
以 下 滋 岷 六 , 的 子 空间 人 "(V") 的 维 数 及 基 ， 
定理 1.2.9 设 dim 三 =. 
(i) 著 7>w, 则 人 "(VV*)= {0}. 
GD 着 n>r>0, 则 dim 和 "(y") 一 (”) 
证 明 由 外 积 的 反 交 换 律 得 知 ， (i.2.26) 式 的 左 侧 仅 当 
， 和 全 不 相同 时 才 不 为 零 ， 故 由 .x 的 线性 性 即 知 ， 当 了 >m 


"(V"*)= 40}. 
设 上 7>0。 先 来 证 明 {foa 和 … 人 和 of (1 志和 如 过 … 过 各 所 wn) 是 


线性 无 关 问 量 组 ， 若 不 然 , 则 


i. -on 入 … “人 co =0, 


et < eh 


有 目 gt.e(IE 和 人 天 到 各 安 针 中 至少 有 一 个 不 为 零 . 不 妨 设 q1.y 声 0， 
用 wo 入 … 和 人 ao" 外 乘 上 上 式 得 


Cr 人.… 人 or 人 or 和 信人 ao 一 0. 


由 (1.2.16)、《1.2.20) 和 14.2.26), 得 
* J2 。 


0 一 wot 人 人 入 an(el， 。…。， 6 ) = ir, 
这 与 所 设 矛 盾 。， 因 为 人 (7V")= .y(V,)， 由 .oY 的 线性 和 
(1.2.26)， 即 知 {@* 和 信人 wr (各 过 之 癌 所 0 为 人 "(V*) 的 


一 组 基 ， 其 所 含 向 量 的 个 数 等 于 ( ，) 从 而 


1 
dim Aro- 人 
推论 设 外 … 96'EV?'，, 外,…，0' 线性 相关 的 充 要 条 件 是 
六 入 … 和 0 一 0 
今 设 dim 六 =n, 令 
人 (VY) = -> OBA), 
则 由 定理 二 .2.9， (py") 为 2" 维 问 量 空间 ， 上 根据 定理 荆 .2.8， 
入 性 关 于 外 乘积 入 构成 下 上 的 一 个 结合 代数 ， 它 称 为 向 量 空间 
上 的 外 代数 或 Grassmann 代数 、 易 见 | 
[of 从， or 人 (LD), 
az 入 os* 人 … 入 am 
是 人 (的 一 组 基 . 
使 用 定理 工 .2.9 中 所 述 人 "(VV ") 的 一 组 基 ， 多 E 和 "(WV"*) 可 家 
成 
WV = > CD A Nw, 0 


但 另 一 方面 ,多 E 严 -, 县 为 反 称 张 量 , 故 
a LT ， 工区 站 大 二 加 
其 中 分 量 6; 是 反 称 的 , 即 | 
p -1 0， 六 1 …， Ir 中 有 相同 时 ; 
(sgn Tbs-jes TEPT) 
因为 4 多 = 轩 ,再 利用 (I.2.26) 式 ,得 


rr , 


多 一 二 by oa 入 人 Gy (1.2.98) 


ru 


和 z 
2 = Gi fy 1<71< 之 jn (1.2.29) 
因此 ,对 罗 E "Cy"), 最终 可 以 表 成 
Y= >2 Qn CO 人 … 和 人 oa” 


~ 二 PO ATI 人 ao 了 雪 姓 <]< 委 9 
(1.2.27)’ 
使 用 后 一 个 求 和 的 形式 是 比较 方便 的 ， 要 注意 的 是 , 这 肘 44.…5 闫 
于 下 标 是 反 称 的 . 
现 设 屿 ,，…, GEV 且 可 吉成 
O° = bao, ol ‘T=1, 
则 有 
0 人 .… A0’= oj 人 -人 ay ， le 了 Sm 
男 一 方面 , 扩 入 … re Ang 夏 
ND 


有 
因此 得 i 
Qt = 区 (sgn 5) 0 bh (Gi (1.2.30) 
特别 ， 若 了 一 m% 则 得 
Oi: A NO"—det (blo A Nw". (1.2.31) 
以 下 四 给 出 有 关外 先 积 的 几 个 很 有 用 的 结果 。 
定理 1.2.10(Oartan 引 理 ) 设 w OEV*, 和 j 一 4， 
(r<n=dim 7V*). 且 设 of ,wr 是 线性 无 关 的 ， 则 


“9-0 


f=1 


的 充分 必要 条 件 是 
ed 。 


一 0 Wjy=, (9 一 二 人) ， (1.2.32) 


证 明 选取 @"，…， oo", 使 得 {1，…, 0 为 六" 的 一 组 基 ， 
于 是 | 


人 0i 十 之 qig0”, 
4==1 p= 二 ?十 1 
县 
NO SD Nt DB oN, 


Er 


"+cpen 


由 于 {@ “人 ai xz<x<n 是 人 人 《的 一 组 基 , 故 
SoN0'—0 


等 价 于 Qi 二 0 816 二 0 (<o I<7, ?+l<np<n). 
定理 1.23.11 设 迪  … oo” 是 六 中 7 个 线性 元 关 的 向量 ， 
BEAV*), 则 存在 ,1 …， 多 "E 人 "(7*), 使 得 
Go NDt to ND (1.2.99) 
成 立 的 充 要 条 件 是 / 
oh 人 Aw’ 人 B= 0. (4 .2.34) 
证 明 若 有 (f.2.33) 式 , 则 显然 民 .2.34) 成 立 , 现 证 明 其 道 。 
把 oo 扩充 为 三 的 一 组 基 {e ，…，o"， 一 般 地 ,有 
DBD=o NV tw 人 有 十 mi OE 人 人 Ci 


Ti ct 


(1.2.385) 
其 中 多 1 WC 人 下 (VV*)， 当 ?十 $ 之 % 时 ， 好 有 人 2.33)， 现 
设 了 十 s 安 % 由 (人 .2.34) 式 ,有 
Qu 人 .人 ar 人 和 人 on 入 人 oo 一 0. 


is 玖 的 


注意 到 【oo2 入 入 ao 站 1<hc<zrsSs2 是 和 三) 的 一 组 基 , 即 
得 0 一 0 和 加 过 一 过 色 民 mm。， 代 回 直 .2.35), 即 得 (1.2.33). 


h :二 do * 


Di 


对 于 oil …，wrE 了 天，GE 人 :TO， 若 存在 更 ，…， 芒 E 
人 一 (V*) 使 得 (1.2.33) 成 立 , 则 称 W=0 是 组 wr? 一 0(p=14,。…, "7) 
的 代数 推论 , 或 写成 : 
B=0(mod ol ' ,0!), 
推论 设 必 ，…，w'EV* 是 线性 无 关 的 ，BE 人 ?CV*)， 使 
及 二 0(mod @!,…, @"), 即 在 在 HEV* 使 
D> CO 人 中， 
它 的 充 要 条 件 是 of 入 … 入 or 入 五 = 0. 
在 8S2.3 中 ,我 们 已 提 及 线性 映射 了 :太一 丽 的 诱导 线性 映射 
广 :W*-> VY， 特 别 ,有 诱导 线性 映射 六 :和 人"(W") 一 人 *(V*)， 现 
在 来 证 明 . | 
”定理 1.2.19 设 f:V> 玉 为 线性 映射 则 诱导 映射 户 : 
和 (一 入 i(V*) 与 外 乘 入 是 可 交换 的 . 邑 对 于 任意 的 BE 
人 (WW), 罗 EA 人:W") (其 中 ++ 一 作 , 有 
(DAD)= "GN. (1.2.86) 
证 明 对 于 任意 的 瑟 ，.…， 瑟 heE 
"(BND HI *, Kr) 


= (GAT) (F(ZD), *…, F(Z) 
~ ,Gen DFEKom), ee FT)) 


WOFFORD) “"%y F(X ocrts)) 
~ (sgn oO) CFB) (Kop, %, Rocp) 
s(f*V) (rs) ", orrs) 
-0 A CDOF DCR, Li 
= (f°B) NSP) Ri, ,Krs), 
。86、 


即 得 证 . 避 
由 上 述 定理 , 即 知 广 是 外 代数 人 (本 ”到 外 代数 信 (V*) 的 同 
态 , 即 下-~> WW 的 同 态 了 诱导 了 入 (> 和 (7 的 同 态 广 . 


2.0 欧 民 向 量 空间 

定义 1.2.8 设 了 为 尺 上 mn 维 向 量 空间 ,gE€O 〇 ?VV"*)， 即 g 
为 二 阶 共 变 对 称 张 量 ,车 对 于 任意 的 非 零 向 量 了 EV, 都 有 

gg(, TX )>0,， 0,， 0 2.37) 

则 称 y 是 正定 的 . 

设 {6s}icrcs 为 了 的 一 组 基 ， oo Victan 为 六” 中 的 对 偶 基 ， 于 是 

9 = qs Caof， qii= 9(e;, 6;). 

设 卫 = 革 6,， 则 g( 了 , 他) 一 giy 们 "了!， 故 张 量 g 为 正定 的 充 要 条 
件 是 矩阵 9= (gis) 是 正定 的 . 

我 们 知道 ， 到 上 的 内 积 是 一 个 映射 < ， >》:VYxV=E. 
(了 ,了 ) F< 了 ,了 >》, 使 得 对 于 任意 的 五 ,了 GEP 0E 尼 满足 

(i) 《X,Y>=4Y, X); 

(ii) aX, Y >=a(X, Y»; 

(iii) <X+Y, £2= KK, L+H AY, ZL; 

(iv) 《XX ,了 > 之 0, 上 且 等 号 仅 当 了 0 时 成 立 . 
于 是 , 利用 二 有 阶 对 称 正定 共 变 张 量 g 就 可 以 定义 内 积 

(X, TL CX, YY=g(X, Y). 

反之 , 由 内 积 也 可 确定 一 个 二 阶 对称 正 定 共 变 张 景 ， 即 在 让 上 给 
定 一 个 内 积 等 价 于 给 定 一 个 正定 的 9E "(7V”). 

利用 内 积 可 在 太 中 引入 范 数 ， XEV 的 并 数 ， 或 藉 为 了 的 
长 度 ， 定义 为 


(1.2.38) 


11 上 =< 和， X> (1.2.39) 
b= 的 问 量 称 为 单位 向 量 ,对 于 之, 了 了 EV, 其 距离 4a(X，Y) 
* 7 。 


定义 为 
dX, 7)=JX-7I. (4.2.40) 
对 于 内 积 还 有 Sohwarz 不 等 式 
《X,Y>< XL Yl, 
及 三 角 不 等 式 
和 十 站 雪 并 二 十 2 
定义 1.2.9 向 量 空间 六 连同 其 上 的 内 积 ( 由 gg 确定) 以 及 范 
数 一 起 称 为 关于 内 积 、 ， > 或 度量 ( 张 量 )9 的 欧 氏 向 量 空 间 . 
今后 将 简 记 成 (F，9). 
在 欧 拓 向 量 空 间 (V, 9) 中 , 可 引入 角度 这 一 重要 的 几何 概念 . 
据 Seohwarz 不 等 式 , 对 于 任意 的 两 个 向 量 芝 、Y EV, 了 0,Y 0， 
由 下 式 确 定 唯 一 的 一 个 角度 HU(0<I<m). : 

/ cos 0=—<X, Y/NXE HY |. (1.2.4) 
如 果 0= 0 即 《 瑟 ,了 > 一 0 则 称 向 量 对 和 了 是 正 交 的 (VY，9) 
的 = 一 dim 大) 个 两 两 正 交 的 单位 回 量 称 为 上 的 (一 组 ) 正 交规 范 
基 , 或 称 正 交规 范 标 架 , 简称 么 正 基 或 么 正 标 架 . 

命题 1.2.13 在 欧 氏 向 量 空间 (了 ，9g) 中 , 存在 正 交 规范 基 . 

证 明 设 e …，en 为 玉 的 任 一 组 基 , 定义 

e1™= 61/liesl, 
再 归纳 地 定义 
Cr 一 (a 3 《6si, oe: ) / | | 《8;, ae 

直接 可 验证 {ex} 为 一 组 正 交 规范 基 ， 以 上 过 程 称 为 Sehmidt 
正 交 化 、 量 -… 

”对 于 (FV, 9) 的 一 组 正 交 规范 基 {@,}， 

9ii= 9 (8, 61) 一 《6 -5s {o bp 


se 08 。 


且 对 于 任意 的 了, 了 EV, 了 一 X60, 了 = 了 ig, CX, YY -> XY 
+ 一 


即 为 通常 欧 氏 空间 中 们 卡尔 坐标 系 下 的 数量 积 , 所 以 使 用 正 交 规 
范 基 常 给 计算 带 来 方便 . | 
在 欧 氏 光量 空间 (FV ,9) 中 , 设 6 …，e@ 为 一 组 基 , ou …，c 
为 其 在 V* 中 对 偶 基 ， 因 为 G= (gss) 是 对 称 正定 矩阵 ， 故 存在 逆 
矩阵 G-= (%), 使 得 
gg" 0 gi = (1.2.42) 
9 一 geiS9e;EV3 是 一 个 (2，0) 型 对 称 张 量 ， 它 称 为 g= gw'C9eo 
的 共 颖 张 量 . 
今 沽 虚线 性 映射 :> rr" 它 由 以 下 方式 给 定 ， 令 
f (6i) = gi, 
再 作 线 性 扩张 , 故 对 任意 的 卫 = 了 ‘9, 有 
f(A)=X'g. 
由 此 , 易 见 了 为 单 射 ， 而 对 任意 的 c= ooefET”， 则 有 oug'e 人 使 得 
f (019°01) = O10, 
故 了 又 是 满 射 ， 因而 /7-> 瑚 是 同 构 .《F"，9> 也 为 欧 氏 向 量 
空间 , 其 内 积 为 
9 (0, oj = 《ob =, 
故 据 (1.2.42), 对 任意 的 且 ,， 了 了 EV, 有 
CX, F=f(F), (YT), 
即 有 四 
命题 1.2.14 网民 向 量 空间 (V，g) 和 (F"，9) 是 自然 同 构 
的 . 
由 上 所 述 ,借助 了 的 度量 ( 张 量 )g 可 建立 自然 同 构 : (7 分- 
(V*, 9), 从 而 可 把 六 和 7V" 看 作 等 同 。 更 精确 些 
® SI. 


7 
V SX', 二 和 (ET ， 
fF- 


其 中 邓 ,= gi 对!， 和 (一 %%X 此 时 我 们 称 邓 ' 是 向 量 了 的 反 变 分 
量 , 闷 :为 和 的 共 变 分 量 ， 特别 ,在 一 组 正 交规 范 基 下 ，%o 一 久 ~ 
5 工 一 人 因此 不 必 区 分 共 变 和 反 变 分 量 . 

相仿 , 利用 g 可 自然 地 在 了 中 引入 度量 使 之 成 为 欧 氏 向 量 空 
间 . 例如 考虑 V5, 令 

SD= Dio DF, 一 了 jetCoOoCo， 
则 V3 的 内 积 
《BD, VO= DV en, E02 LE, OO 人 
gD DP Bm, 
其 中 
Dn= gnDir, DP gD 
2 的 长 度 z 
ol = (BnB™) 

特别 ,对 于 (六 ，9) 的 正 交 规范 基 


ol=[ 总 oo 


3 题 


1. 设 映射 :DU(C R") 一 R", aEU ,车 对 于 任意 的 8>0,， 总 存在 38>0，, 
使 当 上 2 一 镍 <5 时 ,都 有 上 F(z) 一 C9) <=s， 则 称 映射 了 在 点 4 是 连续 的 . 
证 明 , 在 点 a 连续 的 完 要 条 件 是 n 个 分 呈 函 数 天 ，…， 所 在 点 4 都 是 过 
续 的 ， 

9. 设 U.V.W 是 R" 的 开 子 集 ， 了 :U0>V, G:V->W 都 是 满 射 ， 五 = 
GoF:DU>W. 证 明 ; F.G、H 中 有 两 个 是 微分 同 胚 时 ， 则 第 三 个 也 是 微分 同 
胚 . 

3. 证 明定 理 1.1.4 的 推论 1 及 推论 23。 

4. 证 明定 理 1.1.6 的 推论 。 
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5. 举例 说 明 两 个 对 称 ( 反 称 ) 张 量 的 张 量 积 未 必 为 对 称 ( 反 称 ) 张 晤 . 

6、 证 明定 理 1.2.6、 定 理 1.2.7 中 关于 对 称 算 子 4% 的 论述 . 

7.， 设 外 , …, grETyr dm 六 一 访 ( 关 六 。 证 明 ; 9615 …，4 线性 无 关 的 
充 要 条 件 是 LA.…A 人 6r 二 0。 

83. 设 有 …，0rET*， 和 1 .…， 和 GE。 证 了 明 

O01A... AO(KI, .…, Ke) =det(l0:, XH)), bj=1, 9 

其 中 (4 与 ]) 一 0:( 了 X))、 

9. 设 pEA'(V*), 了 EV, 定义 认 XpEA"AV*) 如 下 : 对 于 任意 的 
XX1, ,XEV, 

杀人 及 )0( 有 1 RK) p(X, XI, , Ke). 
证 明 : 1? i 对 ): 和 人 (7V*) 一 人 下 CV*), p31CZ)9 为 线性 映射 ; 2% 条 9 全 
A TV), VE ALMV*), 则 有 
iCRI PAD = PAV+ (—1)pA)Y, 

10. 试 证 : 任 一 二 阶 共 变 张 量 可 写成 一 个 二 阶 对 称 张 量 和 一 个 二 阶 反对 

称 张 量 之 和 . 
个 、 

和 .证明 (, 8) 型 张 量 可 在 成 六 XxX… Xx 了 到 了 的 多 线性 映射. 

12. 若 三 阶 共 变 张 量 满足 BCX,Y, 2) 一 B(Y, X, 2Z) 和 D(X,Y 了 ,2) 
= 一 D(X, 2 ,了 ), 则 多 必 为 零 张 量 . 

13， 试 证 : 在 任 一 组 基 下 ，Kronecker delta 55 是 一 个 以 ，1) 型 张 量 的 
分 量 . 

14. 设 (V，9) 为 欧 氏 向 量 空间 ，a 为 二 阶 对 称 共 变 张 量 。 设 在 一 组 基 
下 ,有 

GuQr — 9udsr tt qn06™— 9ud1s= 0, 

则 a= pg, 这 里 p 为 数量 . 

1T5， 设 4 人 了， 幼 为 欧 氏 向 量 空 间 ，da 为 二 阶 对 称 共 变 张 量 . 定义 线性 映 
射 a* :了 -> 如 个 ， 

(a*(X), Y=a( X, Y), X, YEV, 


其 中 BL 2 为 内 积 ， 证 明 : 
1° 次 Ds 为 Q 的 特征 值 ， es 为 特征 向 量 ， 帮 Di 入 py) 则 《es eo) =0., 因 
此 ,大 记 a=ayd'0, 其 中 {5 是 {e4} 的 对 偶 基 , 则 G4 = pidys. 


’ 41 ' 


5。 设 {+ 为 由 特征 向 量 构成 的 一 组 正 交 规范 基 , {e} 为 任 一 组 基 ， 
2 一 Nie， 若 记 a=aoroxGof, 其 中 {o 吨 是 {tei} 的 对 侦 基 , 则 
Go 一 之 PhAM Ws NHS 


其 中 AC4 = ss 和 nh, gs = 《es cf )。 
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二 设 


1 微分 流 形 的 基本 概 从 


1.1 微分 流 形 的 定义 


众所周知 , 在 R* 上 可 引入 坐标 系 ， 使 得 点 2 与 坐标 (z( 人， 
y《Pp)) 是 一 一 对 应 的 ,并且 点 列 p> 六 , 当 且 仅 当 gn pn) 一 vw*(p")， 
9 人 2 一 凡人)， 但 对 于 球面 和， 由 拓扑 学 知 , 它 与 用: 不 是 同年 
的 ,所 以 不 存在 一 个 整体 坐标 系 ,使 得 S* 上 的 所 与 坐标 一 一 对 应 ， 
并 且 5S? 也 不 能 与 如 的 开 子 集 同 有 是， 为 此 ,一 种 自然 的 办 法 是 将 
S 分 成 几 个 部 分 , 使 得 每 一 部 分 与 B* 中 的 一 个 开 集 同 胚 , 从 而 在 
每 一 部 分 上 分 别 可 建立 坐标 系 , 这 就 导致 微分 流 形 的 概念 . 

定义 2.1.1 设 1 是 一 个 Hausdor 企 拓扑 空间 , 车 对 每 一 点 
PE 了 ,都 有 汪 的 一 个 部 域 7 和 R" 的 一 个 开 集 间 肛 , 则 称 M 为 mn 
维 拓 扑 流 形 / 

设 9v: :Upo OR 是 上 述 定义 中 的 一 个 同 豚 映 射 ， , 斌 
9u(U) 一 BR 表示 到 第 5 个 坐标 
的 投影 。 对 每 一 点 gED, 定 
义 它 的 mw 个 坐标 为 wi(q)== 
wi(go(q)), =1,…:, m. 于 是 
zi 一 ofo0r 是 U 上 的 实 值 荡 数 ， 
称 为 第 个 坐标 函数 .《U, 9o) 
称 为 对 的 坐标 图 , 亦 称 为 坐标 
卡 , 或 坐标 邻 域 . 

若 4 也 位 于 为 一 个 坐标 图 


(六, py) 中 ， 设 它 的 坐标 函数 为 (g), $ 一 1，，…，m， 由 于 pv 和 
pr 者 是 同 有 映射 故 确 定 了 "中 两 个 开 集 pv (UN) 和 
pr NV) 之 间 的 同 胚 (图 1), 即 

propo :pu UNV)—>9pr (VU NV). 
借助 坐标 函数 ，yreyg53 可 表达 为 


Bi'(wl, “0) wv"), 了 一 ,mm (2.1.1) 
类 似 地 , 对 于 同 胚 pvogy :pr(U NV)>po (UANV), 有 
p= (Rl, 0 Bm t=1, Mm. (2.1.1)’ 


定义 2.1.2 设 用 为 m 维 拓扑 流 形 ， 
(1) ML 的 一 个 坐标 图 开 覆 盖 
NY 一 {(Us, pa) |a€ oz， 为 指标 集 , Us MM} 


称 为 一 个 坐标 图 册 . 

(ii) 车 多 中 ,对 任何 mw BE.%, 当 UaN Us 如 时, Paopr1: 
ga(Uaf Do) 一 pa(Uani Ua) 为 0* 映射 ， 即 坐标 变换 函数 (2.1.1) 
是 0* 的 , 则 称 多 为 0% 坐标 图 册 ， 这 时 称 多 中 的 举 标 图 是 Or "入 
容 的 . / / 

(iii) 车 多 是 最 大 的 Ox 坐标 图 册 , 即 对 于 用 的 任 一 坐标 图 
(gr)， 当 它 与 光 的 坐标 图 CO 相 容 时 ， 它 也 一 定 属于 多. 那 
末 , 多 称 为 人 上 的 一 个 0* 可 微 结构 ,或 Ox 微分 结构 . 多 中 的 人 
标 图 称 为 M 的 容许 坐标 图 

定义 .1.8 设 Mr 是 mn 维 拓扑 流 形 ， WY 是 M 上 一 个 0* 可 微 
结构 , 则 称 (M， 以) 为 m 维 0* 可 微 流 形 , 亦 称 % 维 0 微分 流 形 ， 
简称 以 为 mwm 维 0 流 形 。 特别 ， 一 个 0” 可 微 流 形 称 为 光 滑 流 
形 , O" 可 微 流 形 称 为 解析 流 形 . 

设 妈 是 么 维 拓扑 流 形 , 且 具 有 CO” 人 举 标 图 及 

WU=1{(Us, ga) |aE .wy 
+ dd。 : 


记 区 ={(D, mo)|(D,，g) 为 1 的 坐标 图 , 是 与 多 
中 所 有 坐标 图 均 Ox 相 容 } 
设 (7, 0 Do)E 攻 ,有 上 且 TUTnBDzC. 设 pEUNDTD, 则 必 
有 BE x, 使 得 PE Ue, 因 而 PEUNUT'NUs==W. 在 机 上 
pp = ogpa ppg , 
由 窜 的 定义 ,gp'og31:9p6( 且 ) 一 2:( 夺 )，posp:2( 卫 ) 一 pa( 卫 ) 均 
为 OF 微分 同 胚 ， 故 preg-:p( 卫 ) 一 2( 歼 ) 为 0 微分 同 胚 ,， 即 多 
中 任何 两 个 坐标 图 都 是 0* 相 容 的 。 又 多 C 黎 , 故 寓 是 一 个 Ox 坐 
标 图 册 , 而 县 任何 的 坐标 图 (VV, 归 , 若 与 多 中 所 有 的 坐标 图 O* 相 
容 时 , 它 也 与 多 中 的 所 有 坐标 图 相 容 , 即 (7, 由 ) E 多 .于 是 ， 光 
是 M 上 的 一 个 Or 可 微 结构 ， 而 (2M， 劣 ) 是 一 个 和 维 Ox 微分 流 
形 . 由 以 上 讨论 可 知 ,只 要 给 出 拓扑 流 形 了 的 一 个 Ox 坐标 图 册 ， 
就 可 以 构造 人 上 的 一 个 0* 可 微 结构 , 从 而 1 为 0* 流 形 . 
为 了 提供 微分 流 形 有 某 种 分 折 和 几何 结构 , 一 般 , 在 微分 流 形 
的 定义 中 ,对 拓扑 空间 履 附加 具有 可 数 基 的 要 求 . 
例 工 hk" 是 一 个 m 维 的 解析 流 形 . 
例 2% RR"++ 中 的 单位 球面 
S"—{ (on ， w+1) E RR" (a)°—1|. 
取 S” 的 拓扑 为 它 在 有 "t+! 中 的 相对 拓扑 ， 则 S" 是 一 个 具有 
可 数 基 的 Hausdorff 空间 ， 记 
De ={(2, », o"+1) |2t>0); : 
Dr={0., 0 ot) wt0}, j=1, 0, m+1. 
它们 都 是 BR"*+ 中 的 开 集 . 相对 开 集 U#=DtNs"G=1,。…， 
m 十 1) 覆盖 S"， 定 义 映 射 oz# :U#-~> 至 ”如 下 : 
PE (Wl, 1, LTH) = (pl, «oo, Ki, vw™"+1) 
“和 人 表示 去 掉 此 坐标 。 容易 看 出 ， 这 些 喘 射 分 别 是 1 到 丈 ,= 


的 。 


{x1 2, pi, wt) EC Rr (ct)2 十 十 (2 十 十 (cnt+t2? 一 1 
的 同 胚 . 因此 S”" 是 局 部 欧 氏 的 .由 定义 2,1.1, 8S” 是 mm 维 拓扑 
再 考虑 9zo(91) :pi(Us NN Uf) >92 (Us NN UF), 


十 3 一 并 入 十 工 工 /2 
(72， wm+1) (91 ) >( | 一 YA (w’) | | 0 wm"tt) 
《= 之 


>([1- 衬 0 wy, on) 
改变 记号 ,以 Gp ww， …,w") 作 为 T 吉 上 点 的 储 标 ，(o 02 om) 
作为 U3 上 点 的 坐标 ， 于 是 ,pze(pt)-:+ 的 坐标 表达 式 为 
1 1/2 
oO 
显然 ，wG = 二 …,m) 是 w(j 一 1 …,m) 的 O” 函数 。 于 是 坐标 
图 (Ut+，gt)，(U5，9pz) 是 0” 相 容 的 。 同 理 可 证 ， 坐 标 图 (U#， 
pt ,js 一 1，…,，m 十 1 是 0” 相 容 的 ， 从 而 8” 为 m 维 光滑 流 形 . 
例 8 积 流 形 设 必 入 分 别 为 m 维 和 mn 维 0* 微分 流 
形 .它们 的 微分 结构 分 别 为 {(U。， go) |a€.%} 和 { (Va， 灿 a) |BE 
级 }, 作 拓 扑 积 MXN, 显然 {0。xXTVslaE.%， BE 多} 是 拓扑 空间 
MxN 的 开 履 六 . 再 定义 上 映射 paxwWe:UaxVe=> "xR"= 
Kw" 如下， 


wx 一 we， (=2,.…, m). 


《2 
(p,q EUaxVecMxN. 
(UsxTe paX 中) 是 用 XW 的 举 标 图 容易 证 明 , 这 些 举 标 图 都 
是 0* 相 容 的 ， 因 此 决定 了 MX 的 0* 微分 结构 ， XN 成 为 
mw 十 mn 维 0° 流 形 。 它 称 为 0 流 形 天 和 A 的 积 流 形 . : 
环 面 全 =S!x8! 是 两 个 加 周 :的 直 积 .S51 是 1 维 O” 微分 


流 形 , 因此 了 是 2 维 07 微分 流 形 。 同 样 地 ,， ZT"=S "XxX.…x5 是 
m 维 07 微分 流 形 . 


e 4 。 


例 & 开 子 流 形 设 了 为 0z 流 形 对 的 开 子 集 ，M 的 微分 
结构 为 {(Us，ga) la€EA}. 令 Va=UsNU,， =palr,， 则 
{Va 由) aE sf} 是 上 的 0* 微 分 结构 , 从 而 口 为 07 流 形 . 它 
称 为 M 的 开 子 流 形 . | 

以 jvmnCR) 表示 玉 上 各 xn 矩阵 的 集合 ， 将 矩阵 4 一 
(aiy)mxn 对 应 于 

(B11 7 Vin oly Gon， 0 Cn) EER™. 
使 用 这 个 等 同 映射 ，jomn(R) 上 定义 了 自然 拓扑 和 0O* 微分 结构 
Lmn( 民 ) 为 mom 维 Oo 流 形 . 

设 GL(n, RY={ACLmn, CR)|detA¥0}, .| 
显然 ,G 工 (mn, 忆 ) Cmn(R), 因 为 det 4 是 4 的 元 素 ow 的 多 项 式 ， 
故 GL(n, 民 ) 是 jm,(R) 的 开 集 , 从 而 它 为 开 子 流 形 . 

注意 ,对 于 同一 拓扑 流 形 , 可 以 给 出 不 司 的 微分 结构 . 

例 设 m: 尼 -> 民 由 ge(o) 一 zz 定义, 则 (R, m) 是 吾 上 的 一 
个 O" 图 册 , 它 唯一 决定 尼 上 的 一 个 微分 结构 W'. 另 一 方面 , 由 
9(z) 一 z 定义 的 (BR, 9) 是 民 上 自然 的 0" 图 册 , 它 也 决定 及 上 的 
一 个 微分 结构 多 ， 这 两 个 微分 结构 W' 和 多 是 不 同 的 ， 事实 上 ， 
坐标 变换 golg”) -zw) 一 wo 在 z=0 处 不 可 微 , 所 以 (Bq) 和 
(R, gp) 不 是 O*(5> 国 相 容 的 坐标 图 、 

1.2 实 射影 空间 各 (天 ) Grassmann 流 形 

下 面 给 出 微分 流 形 的 两 个 重要 例子 , 它们 都 是 抽象 流 形 . 

设 五 是 一 个 拓扑 空间 , ~ 为 五 上 的 一 个 等 价 关系 . 用 [四 ~ 
{YE 及 |y~w} 表 示 % 的 等 价 类 . 对 于 任 一 个 子 集 4C 工 ,用 [4] ~ 
全 [四 表示 与 4 中 元 素 等 价 的 全 部 元 素 。 以 了 /~ 表示 等 价 类 
的 集合 ，w: 也 于/~, wt>[w] 表 示 自 然 射影 zz) 一 [vw]. 且 在 
开 /~ 上 定义 标准 商 拓扑 , 即 若 w+(D) 是 节 的 开 集 , 则 定义 品 为 
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Y/~ 的 开 集 ， 显 然 , 谢 影 玫 是 连续 映射 ， 我 们 称 拓扑 空间 下 /~ 
是 也 关于 等 价 关系 ~ 的 商 (拓扑) 空间 ， 此 外 , 如 果 对 于 一 个 开 集 
4C，[4] 也 是 玉 的 开 集 时 , 则 等 价 关系 ~ 称 为 是 开 的 . 
现 先 给 出 两 个 有 关 的 抵 扑 命题 
引 理 1 于 上 等 价 关系 ~ 是 开 的 ， 当 且 仅 当 自然 射影 是 一 
个 开 上 映射， 如果 w 是 开 映 射 且 并 具有 可 数 基 , 则 下 /~ 也 具有 可 
数 基 . | 
证明 设 4C 开 为 开 集 ，[4] = 一 +(z(4))， 如 果 等 价 关系 
~ 是 开 的 , 则 [4] 也 是 辽 的 开 集 ， 由 商 拓扑 的 定义 ,x(4) Cc 及/~ 
也 是 开 集 , 即 ”为 开 颇 射 反之 ,车 w 为 开 映 射 , 则 (4) 为 下 /~ 
的 开 于 集 ,因为 w 是 连续 贞 射 , 故 w+(w(4)) [4] 为 卫 的 开 集 ， 
~ 是 开 的 
没 二 是 开 贞 射 , 且 具有 可 煌 菜 {Uiicz， 若 琅 为 /~ 由 
开 集 , 则 mx( 厂 ) =- 上 DT 这 里 JCZ， 且 机 = 局 一 DID， 


[we(UD)}iez 为 并 /~ 的 可 数 基 . 量 
引 理 2 设 入 是 拓扑 空间 对 上 的 开 等 价 关 系 . 车 5S= 
{(z, 臣 |w 人 ~ 奶 为 对 Xx 下 的 开 子 集 , 则 高 空间 天 /~ 为 Hausdor 任 
空间 . 

证 明 因为 S 为 闭 集 , (了 XX) 一 S 为 开 集 . 没 a(g) 和 mg) 
为 卫 /~ 中 两 个 不 同 点 , 即 x, y 不 等 价 , (z, WE ( 卫 X 王 ) 一 8. 故 
存在 肚 x 卫 中 开 集 0x 了 ,使 得 (w,y) EDxP 了 CC(Xx 及 ) 一 8S. 于 
是 了 =m(DD) 和 灵 =(P) 是 不 相交 的 . 因为 ~ 是 开 的 ， 根据 引 
理 1， w 是 开 映 射 故 可 和 六 为 下 /~ 中 开 集 ， 因此 并 /~ 为 
Hausdor 任 空间 ， 是 

例 5 实 射影 空间 PP"(R). 

令 卫 =R"+1{0}, 即 子 为 除去 0= (0,…,0) 外 的 (mm 十 切 - 实 
数组 2 二 《ow ，…，w”*) 的 全 体 ， 在 位 中 定义 一 个 等 价 关 系 人 ~~: 如 
。48 。 


vi Db 


果 存 在 一 个 实数 奴 0, 使 得 y=tw, 即 
(0 。 gj/ 了 +) _ (tz!, “2 tio"ti), 

则 y~z， 等 价 类 [ww] 可 以 看 作为 RR"* 中 过 原点 的 直线 。 用 
PP™"( 尼 ) 表 示 商 空间 了 /~， 它 称 为 实 射 影 空 间 。， 以 下 来 证 明 
P"( 民 ) 蚌 一 个 m 维 的 0” 微分 流 形 . 

先 证 Pm"(R) 具 有 可 数 基 . 设 tt 是非 零 实数 . 作 有 映射 or :到 一 
开 , pi(w) =tw， 显 然 9; 为 同 胚 ， 且 (pi) 寺 一 pp。 于 是 ps(t 到 0) 均 
为 开 上 映射, 故 若 UCZ 为 开 集 , 则 [U0]= 局 PC 也 为 下 中 的 开 
集 ， 即 等 价 关系 ~ 是 开 的 ， 因 为 全 是 R"+t 的 开 子 流 形 , 具有 可 
数 基 , 故 由 引 理 1，P"*( 有 ) 一 到 /~ 具有 可 数 基 . 

再 证 P"(R) 是 Hausdor 全 空间 ， 在 开 子 流 形 人 XXC 
Rr"+1ix Rm"+1 上 定义 实 值 函 数 /: 卫 x 了 >R， 


J CC 0 2 ， “ yn"+ ) 一 之 ， Co 一 2 
显然 , f(w, 幼 是 连续 的 , 且 f(z, 9y) =0 当 且 仅 当 z~%、 因 此 8=~ 


{(z, 9y) [|z~ 让 = 了-1(0) 为 耶 X 芳 的 闭 子 集 ， 根据 引 理 2, P"(EK) 
是 Hausdorff 空间 . 


最 后 定义 m 十 1 个 坐标 图 (Us, 90), <io<m 十 4。 令 
D,= {wlw EX, v' 大 0}, U,=w(0,), 
映射 gp:Ur>R" 定义 为 对 于 [wz] EU; 的 任意 代表 2== (Oo ) 
有 ， 
2 .2 oe 
pi(o) =( 图 "3 ft? 1 ? ‘ 


由 此 ,如 果 zz~y, 则 p12) 二 i;(9). 反之 ,车 p91(%) -9:(Y), 则 - 录 一 
(p=l, … 1 一， 二 …，m 二 1)， 即 yw。 因此， 对 射 


p,U 一 及 ”是 完全 确定 的 、 连 续 的 、 单 的 和 满 的 ,并 且 
Pr (2 """) 2") 一 [ (2, | -入 2, 1, 2° “多 b)] ， 
ee 49 »， 


天 gi1; 尼 "> 可 ,是 Or 映射 ， 愉 "> 尼 " 守 (2 em) 
人 十 工 
2 1, g°, »., zg") 和 ww 的 复合 ， 它 是 连续 的 , 且 U2 P"(R). 


下 面 再 证 明 坐 标 图 (U4, gj) 是 O” 相 容 的 .改写 
i( [21) 一 (GS, 。 “) iE 1+ 和 "1 ), 


其 中 - = 和 (I 关公 )， 
则 在 UN Us(j 天 惧 上 有 下 述 O” 坐标 变换 
后 一 全 (hw WL 
并 '= 再 : 
由 以 上 证 明 , 万 可 知 P"( 民 ) 是 m , 维 or 微分 流 形 . 
例 6 Grassmann 流 形 
R" 作为 一 个 m 维 向 量 空间 , 它 的 矿 标 架 是 其 内 五 个 线性 无 
关 的 癌 量 的 集合 下 一 (ci 0， 加 i 
V1 = (Wi, WP), ,Ph WR 0 WP) / 
Rr" 中 一 个 标 架 节 可 以 等 同 于 瑟 上 秩 为 的 一 个 hxm 算 
阵 , 仍 用 福来 表示 ， 它 的 行 癌 量 为 m1,…',， wx. 名 xXm 的 实 矩 阵 全 
体 jwxmC&) 是 O° 微分 流 形 ,而 对 应 于 所 标 架 的 矩阵 的 秩 等 于 %, 其 
全 体 所 成 的 集合 是 jwxm( 妨 ) 的 开 子 集 ， 因此, 它 是 一 个 0” 微分 流 
形 . 记 成 (fk,，m). / 
显然 , (8,，m) 的 一 个 尽 ,， 即 夺标 架 决 定 如 ”中 一 个 天 平面 
即 由 v2， …， sx 张 成 的 子 空间 ， 并 且 两 个 上 标 架 芋 = (wi …，wx) 
和 站 二 (Yj,…，gyx) 确 定 同 一 个 5 平面 当 且 仅 当 Y 了 =AX, 4AE 
GL(%, BR), tT 
y=— > @yti, det(aj) #0, (¢, j=1, .…, 1) ， 


在 卫 (k，m) 中 定义 等 价 关 系 ~ 
1/ 。 


了 ~ 和 ， 其 Y=~-AX, AGCGL(E. R), 

旦 令 Gk, m) = Pb, m)/~. 
自然 射影 wiP(h, m)—>G(h, m). 
使 用 p4: 了 Cb， mm) 下 了 Ch，m) 为 由 ps4() = 4 定义 的 映射 ， 这 
里 4EGL(p, R)， 仿 例 5 所 作 , 可 以 证 明 GChp, m) 具 有 可 数 基 ， 
冉 为 开 上 映射 . 

在 下 (1 Mo) X 卫 (kh, m) 上 定义 实 值 函 数 F 了 (hk, m) Xx 也 (hk, 7m) 
Rk. : 
: | - z » wi | 
(2, DD, Bi el 

yt fh 

f=0 当 且 仅 当 了 ~ 了 . 于 是 8S-{(X, 了 ) |X~ 了 }=/"1(0) 为 
Fp， m) XB(R,， mm) 的 闭 子 集 .GCh, mm) 为 Hausdor 任 空间 . 

最 后 给 出 GC(h, m) 上 0” 可 容 的 坐标 图 组 成 的 开 覆 瘟 . 令 
J = (四 …， 二 是 (1 2 m) 的 一 个 有 序 于 集 了" 为 其 有 序 余子 
集 ， 例 如 了 = (1 …, 及 , 则 = 十 1,…, mm). 用 邓 / 表 东 有 Xm 
矩阵 卫 的 廊 x% 子 短 阵 (w 们 ,1<% I< 怀表 录 下 除去 入 
…， 入 列 后 得 到 的 x (m 一 加 余子 箱 阵 ; 记 

一 {JEF (Eh, m) | det 素 ) 关 01， Uj,=w(U,)), 

则 如 为 GCh，m) 的 开 子 集 ， 而 每 一 个 了 ED 等 价 于 hxm 矩阵 

"一 (了 了),)-+ 了 了 * 的 子 什 阵 了 ?为 xb 单位 矩 降 . 例如 YE 
0,.,w, 则 了 等 价 于 下 面 形式 的 一 个 矩阵 


1 PT [村 是 1 
新 雪 0 
x = 0 申 。 
1 vet 者 各 只 vw 


再 定义 映射 pr:Uy 一 xn-ap( 瑟 ) 如下: 
VB ) 一生 rr 
* ol。 


不 难 证 思 ,， oz 是 完全 确定 的 , 目 为 同 胚 映射 . 对 于 (1,…, mm) 的 闻 
个 不 国 元 素 的 有 序 子 集 J 的 全 体 ，{(U， 97)} 组 成 了 GC%，m) 的 
〇 ” 相 容 的 坐标 图 册 .， 这 样 ， 我 们 证 明了 G(8, mm) 为 了 Cm 一 5) 维 
0” 微分 流 形 , 称 为 Grassmann 流 形 . 


于 .3 流 形 的 映射 


我 们 先 将 丽 " 与 再 " 的 开 集 之 间 映 射 的 可 微 性 质 及 秩 的 定义 
推广 到 0* 流 形 间 的 映射 上 . 

定义 2.1.4 设 联 为 m 维 0* 流 形 ， WCHM 是 开 子 集 . f: 
太一 尽 为 实 值 盘 数 ， 如 果 对 于 PE 机， 存在 一 个 包含 交点 的 坐标 
图 (U, 9g), UNW#G, 使 得 函数 

oo:p(In 了 )(CRRm)-> 到 
在 p(Pp) 点 是 Or(s<h) 的 ， 则 称 产 亚 一 下 在 图 点 是 0 的 .如 果 对 
每 一 点 PE 仙 , 三 都 是 0* 的 ; 则 称 户 :机 一 尼 为 在 本 上 的 0* 函数 . 
W 上 0: 函数 的 全 体 用 OP) 表 示 . 特别 ,0"M) 表 未 M 上 所 有 
的 O* 函数 ， 

函数 :WW>R 在 pEW 为 0' 这 一 性 质 与 举 标 图 的 选取 无 关 . 

事实 上 , 设 (7V, 四 是 包含 p 点 的 另 一 个 坐标 图 , 则 

fop =(foy)obp 
因为 op 为 R" 中 两 个 开 于 集 的 0* 微分 同 胚 ， 故 fop* 和 
joy 都 是 0 的 (s< 有 b). | 

设 (U, gp) 为 m 维 0 流 形 的 一 个 毕 标 图 ， 举 标 汪 数 wt 一 oriog 
是 口上 的 0* 函数 . 

驴 义 2.1.5 设 履 和 太 分 别 为 m 维和 % 维 0* 流 形 ， 如 果 
映射 :MM>W 对 于 一 点 PE 用, 存在 履 上 包含 p 的 坐标 图 (0,g) 
和 和信 上 包含 9 一 了 (P) 的 坐标 图 (VV, 中) ,使 得 映射 (图 2) 

f=yofop :pOU) (CR") > JV) CER") 
»。62 ， 


ff 
z f=pefop7! yo /ep CR 
CRm 


在 9(PD) 点 是 O*(s< 有 的, 则 称 上 映射 :NM-> 在 jp 点 是 0: 的 如 
果 f:M->N 在 必 的 每 一 点 都 是 0: 的 , 则 称 了 为 0: 映射 . 
了 的 坐标 表示 为 | 
(fy Y= Fe0), 0, f° (1)), 
p=, "EU), | (2,4.2) 
f°(2)=m"opof op Tp), a=1, ,nw (2.1.3) 
当 了 :了 -> 为 0: 映射 时 ， 肪 ，…，" 均 为 R" 上 的 开 集 pg(U) 上 
的 0 函数 ， 显 然 , 如果 刺 CM 为 开 集 ， 且 f:M> 为 0 函数 ， 
则 Fr: 了 -> 和 是 O* 上 映射， 反之 ， 若 对 于 用 的 任 一 个 开 巢 六， 
flrv:V>N 是 00: 映射, 则 f: 了 HN 为 0: 映射 此 外 ,定义 2.1.4 
是 定义 2.1.5 中 当 术 = 民 时 的 特殊 情况 . / 

例 设 M=(c， 妇 为 如 的 开 区 间 ， 和 为 m% 维 Oz 流 形 . 
O:(s<< 刀 映射 /:(@, 3) 下 太 称 为 流 形 入 上 的 一 条 0: ( 人 参数 ) 曲 
线 . 

定义 3.1.6 设 M 和 太 分 别 是 m 维 和 nm 维 0* 流 形 ，f:M 
> 入 在 pEM 点 是 Oss<D 的 (DU, pg)、(7V, 四 分 别 是 包含 多 

和 (2) 的 坐标 图 , 映射 fofop 二 :7(D) 一 小 (六 ) 在 2(2) 的 秩 称 
ee do 。 


其 中 


为 映射 了 在 2 点 的 秩 . 
仿 定义 2.1.4 所 作 ， 可知 映 射 f 在 p 点 的 秩 是 与 坐标 图 
(DU, p)、《V 内 的 选取 无 关 . 


利用 局 部 坐标 , 由 《2.1.2) 式 可 知 ，f 在 p 点 的 秩 是 映射 了 的 
Jacobi 答 阵 


of LL of” 
Ox Ox” 
2 
Dr Ow” 


在 点 p(p) 的 秩 . 
利用 以 上 所 述 , 相应 于 第 一 章 $1 中 关于 Cx 函数 的 定理 以 及 
秩 定理 , 如今 有 . | : 
定理 2.1.1 设 庆 是 0? 流 形 ， 玉 和 区 分 别 是 .以 的 闭 子 集 
和 紧 致 子 集 , 了 NK= 儿 , 则 存在 到 上 的 一 个 C 函数 , 它 在 KE 上 
的 值 为 1, 在 了 上 的 值 恒 为 零 . 
推论 设 避 为 扩 流 形 弄 上 的 开 集 ， f 是 口上 的 0 函数 
(s<%), 则 对 任意 的 PEU, 存在 Pp 的 一 个 邻 域 VCU 和 散 上 的 一 
个 Or* 函数 广 ,使 得 在 让 上 "一 /, 旧 在 U 外 户 =0. 
“定理 2.1.2 设 用 入 分 别 是 r 维 和 mn 维 0* 流 形 .f:M-> 
为 OI<s<h) 映 射 。 如果 了 在 点 pE 放 的 一 个 邻 域内 的 秩 
为 *， 则 存在 M 上 包含 Pp 的 坐标 图 (U0，p;，2z) 入 上 包 仿 4= 
f(D) 的 坐标 图 (V， 册 妨 ), 使 得 , 
pp)= 0, 0), VfD))= CO, oo, 0)， 
(rn 一 个 
fl, om = hof op Tp, oe, om) 一 (an 0, + 0), 
: Ww @—=1,..., 7, 
中 vf") {0 @=TT1, ……， 忽 
。 5 。 


上 述 定理 中 ， 可 设 p(U)==0”(0)， 由 (7)=07(0) 或 9(0)= 
B»(0), vy(V) = B"(0). 

定义 2%.1.7 若 /: 寻 ->WN 为 双 射 , 且 了 和 7 都 是 连续 的 , 则 
称 了 为 同 且 ， 若 f:M->N 油 同 胚 , 是 和 让 都 是 O: 映射 则 称 
j 为 0: 微分 同 有 是, 呈 称 到 和 六 是 Or 微分 同 胚 的 . 

例 设 (U，9) 是 m 维 0? 流 形 改 的 一 个 坐标 图 ， 则 9:U-> 
9(D0) (CR") 为 0* 微分 同 胚 . 

在 本 节 1 二.1 的 最 后 一 个 例子 中 ，(&, 9p) 和 ( 玫 ，0) 给 出 两 个 
O™ 微分 流 形 。 为 明确 起 见 ， 现 将 这 画 个 微分 流 形 分 别 记 成 和 和 
如 2:， 再 考虑 映射 

F:Ri->R,, www, 
于 是 有 

Fw) ~poFop wv)=w, Fi)=gpoF -togp*(m)=% 
均 为 O” 函数 , 故 卫 :~> KK 是 0” 微分 同 胚 . 

以 上 两 个 0” 流 形 Ri 和 ,具有 相同 的 支承 拓扑 流 形 嫩 , 它 
们 的 0” 微分 结构 不 是 O*(Z>>1) 相 容 的 ， 但 他 们 是 0” 微分 同 肤 
的 ， 一 个 自然 的 间 题 是 ,同一 拓扑 流 形 上 可 否 有 两 个 微分 结构 ,使 
得 下 它们 得 出 的 微分 流 形 不 是 微分 同 有 私 的 ? 这 是 微分 流 形 理论 中 
的 一 个 基本 问题 . J. Milnor 在 1956 年 对 这 一 问题 给 此 了 肯定 的 
回答 ,他 证 明了 在 S77 上 至 少 存在 两 个 这 样 的 微分 结构 [参阅 J. W. 
Milnor, Ann. of Math., 64(1956), 399—405]. 


1.4 漫 入 与 淹没 子 流 形 
定义 2.1.8 设计 和 WN 都 是 OF 流 形 ，f :MU—>N 是 O*(i< 
s<%) 上 映射。 如果 了 在 点 pE AM 的 秩 等 于 省 的 维 数 mw， 则 称 映 射 
j 在 2 点 为 涟 入 ， 如 果 J 在 翌 的 每 一 点 都 是 浸入 ， 则 称 了 是 温 
人 入. 
9。 人， 


如 果 f 在 点 pE NM 的 秩 等 于 的 维 数 m%， 则 称 上 映射 了 在 2 品 
为 淹没 ,如 果 了 在 开 的 每 一 点 都 是 淹没 , 则 称 了 是 淹没 . 

由 定义 可 知 ,车 了 为 漫 入 ,; 则 mn， 阁 f 为 淹没 , 则 mm 之 n. 

例 1 设 UCh" 是 开 子 集 ,a:1 一 和 "> 定义 为 

(2 一 1) 个 
g(t am 一 (二 om 人 9)， 

则 映射 oa 是 浸入 , 称 为 典型 浸入 . 

设 BE:U 一 到 5 一) 定义 为 

Bwl, 2, wp wetl, om) 一 (0 oj， 

则 映射 8 是 淹没 , 称 为 典型 淹没 . 

例 2 设 f:K-> 民 定义 为 


fC) =(2008 (1—E), sin 2(1— 守 )), 
9: 有 -> 有 定义 为 
g($) =-(2 COS (S++2tp 外 Sin 2 (S++2tg1t)). 


容易 验证 映射 和 9 均 为 浸入 (图 3)， 


f 
~ Ra 一 一 
后 OO 
图 3 


例 8 设 /:R"-{0}-> 尼 定义 为 
f (oh 1 0") = (0)’, 
此 时 映射 了 在 ER"-{0} 的 所 有 点 处 秩 为 1 所 以 映射 /为 淹没 . 


由 浸入 和 映射 秩 的 定义 ， 利用 定理 2.1.2 可 知 ， 如 委 f 在 
PE 以 氮 是 浸入 ， 则 在 2 扩 的 某 一 邻 域 上 是 浸入 ， 且 和 存在 如 中 


* 86。 


含 2 的 坐标 图 (T，p; x 入 中 伟 g=f(Pp) 的 坐标 图 (VV, 峭 ; 9 六， 
使 得 (0) CV, p(p)~0(E _R"),， 小 (gq) 0(ER")， 且 f 的 局 部 
表示 f=Jofogp-1:p(D) 一 由 (7) 具 有 如 下 形式 ， 
(一 1) 个 
lh, om ~ 0, 2 om, 0, «2, 0). 
于 是 , 浸入 映射 局 部 地 是 单 射 但 值得 注意 的 是 , 就 整体 而 言 , 它 
可 能 不 是 单 射 ， 例 如 上 述 例 2 中 的 映射 7/， 因 为 Chr) = (0, 0)， 
8 一 0， 士 1 …， 故 了 整体 就 不 是 单 射 ， 我 们 以 后 主要 考虑 单 浸入 ， 
即 它 既是 浸入 , 又 是 单 射 

定义 2.1.9 设 W' 和 都 是 Oz 微分 流 形 , W'CN， 如 果 包 
含 映 射 必 入 >W 是 浸入 , 则 称 和 ' 是 六 的 浸入 子 流 形 . 

若 J:M->N 是 单 浸 入 ， 这 时 通过 Pi 的 流 形 结构 (包括 拓 
扑 结构 和 微分 结构 ) 自然 导出 它 的 象 集 /CM) 上 的 一 个 流 形 结构 ， 
其 体 地 说 ,fC 收 ) 的 拓扑 结构 定义 为 :@ 是 了 (MM) 的 开 子 集 , 当 且 仅 
当 f-1(Q@) 是 人 的 开 子 集 . 若 NW-{(U6, go)} 是 媳 的 0* 举 标 图 期， 
不 难看 出 了 (22) 二 {(f(Ue), gaof)} 是 (UM) 上 的 一 个 0r 坐标 
图 册 , 它 唯 一 地 决定 (及) 上 的 一 个 微分 结构 ， 这 样 ，fCM) 就 成 
为 0* 微分 流 形 ， 以 后 我 们 把 (用) 上 的 这 个 流 形 结构 称 为 由 J 
导出 的 流 形 结 构 ， 显 然 , 这 时 :了 H->f (ZL) 是 微分 同 胚 ， 由 于 f 是 
浸入 ， 可 见 包含 喘 射 /MM)-> 也 是 浸入 ，JCMJCN， 因 此 
f(M) 是 入 的 浸入 子 流 形 , 它 具 有 由 了 导出 的 流 形 结构 . 

应 该 指出 , 若 入 ' 是 四 的 混入 子 流 形 , 一 般 来 说 , W' 上 的 流 形 
拓扑 与 它 作 为 W 的 子 空间 的 (相对 ) 拓 扑 不 一 定 一 致 ， 例 如 ,前 面 
例 2 中 y(R) 是 尽 中 的 浸入 子 流 形 ， 但 是 gCR) 上 由 yg 得 出 的 流 
形 抵 扑 就 不 是 它 作 为 尽 的 子 空间 的 拓扑 ， 下 面 给 出 一 个 更 典型 
的 例子 . 

例 4 设 T =SixSi-{(z1 #2) ECxClIz| 一 (zo| 一直 , 定 


@ Dd7 。 


义 f:R3T 如 FT: 
| f (8) = (et, ermie'), 
其 中 &« 是 一 无 理 数 . 我 们 可 以 证 明了 f(R) 是 TT 的 浸入 子 流 形 , 但 
FI) 上 的 流 形 拓扑 不 是 作为 全 :的 子 空间 的 拓扑 ， 
令 op:R:_>S1x S81 使 得 
pW, LI)= (0, ew). 
在 天 上 定义 等 价 关 系 “~” 如下: 
(Wi, LIT, SV h, = b,, 
(p14，k2 为 整数 ). 
这 时 ,9 导出 商 空间 及:/~ 到 Si1x S++ 上 的 一 个 同 胚 ， 映射 9 把 RE 
中 每 个 边 长 为 1 的 正方 形 映 成 SxS', 并 且 9 限制 在 这 样 的 正方 
形 的 内 部 是 它 到 S+x S51 的 开 子 集 的 同 胚 (图 名. 


图 4 


设 刀 EBR 是 任意 一 点 ，f(to) 一 (E，)， 取 ( 吗 ， 吗 ) ER'， 使 
pu U0) = (€, 7). 令 
CE Ce 
于 是 (p(TW), 9p 了 是 T:=S1x St 的 食 f(to) 的 坐标 图 | 取 尼 中 
to 的 邻 域 0, 使 得 f(D0) cp(W)， 这 时 , /的 局 部 表示 f=9-1of 
U0->W 具有 形式 
。 58 。 


f(t) = 全 of), : 
从 而 Df(io) = (全 中， 放 f 在 如 是 浸入 ， 由 如 的 任意 性 , 可 知 f 
是 浸入 . 
下 击 我 们 验证 了 是 单 射 ,事实 上 ， 若 如 尖 志 使 得 耻 (to) 一 三 二)， 
即 有 
(e “i 2 Tt ) = (e ir i 
于 是 妃 一 石 = 二 habs 一 ot 一 b, 其 中 用 【为 整数 因为 如一 丰 关 0， 所 
以 a=1/k, 这 是 一 个 有 理 数 , 与 假设 矛盾 , 故 .是 单身 于 是 f(R) 
是 了 ' 的 浸入 子 流 形 . 
然而 ， 我 们 可 以 证 明了 (RR) 在 T+_81x 8+ 是 负 密 的 从 而 表 
明了 CR) 上 由 了 导出 的 流 形 拓扑 不 是 它 作为 全 中 的 子 空 间 的 拓 
扑 ， 事实 上 ,注意 到 了 (R) 的 p 逆 象 是 直线 族 
w= b+$, . 
(ipo (4% 了 为 整数 ) 
出 Kroneoker 逼近 定理 可 知 , 对 任意 给 定 的 8 之 0, ww 0E 脾 , 必 在 
在 1 也 以 及 整数 大 履 使 得 
Iw—t—kl<e, |v—ot—!l|<s. 
出 此 可 见 ,上述 直 线 族 在 弛 ;中 稠密 , 因而 1 在 三 -Six 8 也 
是 稠密 的 . 
下 面 我 们 给 出 一 类 与 包含 它 的 微分 流 形 之 间 有 较 简 单 关系 的 
子 流 形 . z 
. 定义 .1.10 设 NCN 是 mn 维 0 流 形 玉 的 子 集 ， 它 具有 
子 空间 的 拓扑 , 对 某 个 自然 数 mm(sm 如果 每 所 YENW 都 有 六 
包含 9 的 坐标 略 ( 六 由 六 使 得 ,;、: 
(i) Wi 
Cii) 下 (也 人 人 一 《人 wm EBP) yt "= 0}, 
则 称 NWN’ 是 入 的 mn 维 正则 子 流 形 ， 具有 玉 述 性 质 ( 让 ，(i 了 ) 的 化 
s js 


标 图 ( 产 ， 内 称 为 办 含 YET' 的 子 流 形 图 (图 蚤 .而 m% 一 mm 称 为 
1 在 六 中 的 余 维 数 . 

设 NN' 是 六 的 m 维 正则 子 
流 形 ， 六 ' 有 一 个 由 六 的 微分 结 
构 所 自然 导出 的 微分 结构 .事实 
上 ， 设 .={(G7。 大 )} 是 六 上 
xyzmN 全体 子 流 形 图 所 成 的 集合 . 记 
pg" {Cs Jo)} 其 中 了。 ~ 

VaNN’, po=o(yalr ,wr: Rr =— 

R"x 中 "> GF, 2 Y™, 

yD 容 

图 5 易 验 证 ，: 必 是 入 ' 的 一 个 0* 华 

标 图 册 .， 它 唯一 决定 入 ' 上 的 微分 结构 。 以 后 谈 到 正则 子 流 形 ， 
我 们 总 认为 它 具 有 上 面 所 述 的 微分 结构 . 

例 和 微分 流 形 的 开 子 流 形 是 正则 子 流 形 . 

例 6 设 履 入 分 别 为 m 维和 w 维 的 0* 流 形 ，/:M->N 
是 0 映射 (1<s<), 则 J 了 的 图 形 

gr(f)={(p, 1(p)) EMXNIpE M} 
是 积 流 形 Mx 的 m 维 正则 子 流 形 . 

证 明 设 pE€EM 为 任意 一 点 , gf(p). (UD, 9; 2),， (7 ,内 
yf) 分 别 为 天 中 含 p 及 VW 中 含 9g 的 坐标 图 ,使 1(U)CP, gp(p) = 
0€E R",y(g) =0E R". 这 时 ,局 部 表示 f= 由 ofo9-1:9(U)->(T) 
满足 f(0) =0, 且 

(pxW{DOxV) Ngr(f)} 
={(%, f(2)) EpU) xy VT) rE9DO))}. 
定义 映射 G:p(0) XV(7) 一 R" x R"- Rm+", 使 得 
Gl%, Yy) = 2, Yy— f(z)). 


es O00 。 


容易 验证 G(0 0) = (0 0) ,并 且 G# 在 (0 0) 的 Jacobi 矩阵 


了。 0 
7 1 ) 
非 奇 腊 。 由 反 函 数 定理 ， 存 在 pg(U) X 册 (了 7) 的 一 个 包含 (0, 0) 的 
邻 域 口 ， 使 G:0-> G4(D) 为 微分 同 胚 ， 设 G(D) =VixV，， 其 中 
Vi, ;分别 为 BR” 和 有 &" 中 包含 原点 的 邻 域 . 记 
W=(p9x 110), x=G°(pxD)w. 
于 是 ( 开 , 力 是 人 xA 中 含 (p, f(D)) 的 子 流 形 图 ， 事实 上 ， 
x(p, f(P)) = (0, 0), 且 
x ‘WNgr(f))={(%, YExW) y=0}. 

于 是 gr() 是 及 Xx 六 中 民 维 正则 子 流 形 ， 
为 了 弄 清 浸入 子 流 形 和 正则 子 流 形 的 关系 ， 我 们 引入 下 面 的 
定义 %.1.11 设 .jM 一 六 是 单 浸入 ,如 果 对 于 .ADICN 的 
子 空 间 拓扑 ,f :Mf (MUM) 是 同 凸 , 则 称 了 为 嵌入 ,f( 履 ) 称 为 入 的 
坎 入 子 流 形 . 

定理 2.1.3 设 f:M->N 是 单 浸入 , 则 了 (MM) 是 的 正则 子 
流 形 的 充 要 条 件 为 f 是 杠 入 ， 这 时 ,了 :以 一 了 (MM) 是 微分 同 及 . 

证 明 设 f(M) 是 放 的 正则 子 流 形 ,对 于 g=f(p), 存在 六 中 
含 g 的 子 流 形 图 (六 因 纹 .由于 天 到 一 人 是 连续 的 , 故 可 取 六 中 
包含 2 的 坐标 图 (wo 2 ), 使 得 A(0)CV. 于 是 对 于 f(M)CN 
的 子 空 间 拓 扑 , 户 开 一 FU) 是 连续 的 下面 再 证 三 :CM) 一 并 
是 连续 的 . 设 (0，m 是 履 中 包含 p 的 任 一 坐标 图 《FY， 
由 中) 是 入 中 包含 gq 一/ (7p) 的 子 流 形 图 ， 由 子 流 形 图 的 性 质 边 )， 
fio 的 局 部 坐标 表示 为 

y= f'(wY, = vw" ) ， 4 一 二 ， 0 


办 一 0， 入 =m 二 +1, ，…, n, 
.61 。 


由 于 了 的 秩 等 于 MM 的 维 数 , 故 det (-885 ) 关 0 (7 一世 m). 
根据 反 函 数 定理 , 存在 充分 小 的 8S>0, 可 使 

vy ys, y™), | 多 天 3 i=1, 7 
这 就 表示 存在 g 的 一 个 充分 小 邻 域 普 ， 使 fi(CJCMUJnFDCTU. 
于 是 了 1 连续 ， 故 :MM->f(M) 为 同 胚 ， 即 是 骨 入 ， 由 上 面 讨 
论 可 知 ,车 是 0 的 , 则 了 -1 也 是 0 的 , 故 f 是 0: 微 分 同 胚 . 

以 下 证 明 , 车 /为 柑 入 , 则 了 (MUM) 是 的 正则 子 流 形 . 设 gE€ 
J(M) 是 任意 一 点 ,PE 六 使 得 f(p) 一 g， 利 用 秩 定理 2.1.2, 可 取 
有 H 合 p 的 举 款 图 (D0, 9; 及 W 食 J(p) 一 9 的 坐标 图 (V ,小 97)， 
使 得 9(p) 一 0€ RR", 由 (gq) =0E R", f(D)cTV, 并 且 局 部 表示 f= 
帆 obf op 具有 形式 

(n 一 0) 个 
fat, 1 2") = 0, wo", D1 0), 
(D, 0, 2") EpU). | 

由 于 UCM 是 开 子 集 ， 太 M-> 太 Ca) 是 同 胚 ,其 中 JCM) 有 作 
为 入 的 子 空间 的 拓扑 ， 所 以 f(D) 是 A(M) 的 开 子 集 ， 于 是 及 
中 的 开 子 集 Wi, 使 得 (U0) 一 WiNf(M). 

记 W=VNW x 由 w， 则 (W, ) 是 梭 中 含 g 的 些 标 图 ， 
其 中 x(g) =0€ RK", 并且 有 

XWNFM)) = {ys, ,EW) yy" y= 0), 
因此 ，FCa) 是 六 的 正则 子 流 形 ， 量 

由 以 上 讨论 可 知 ， 若 方 妈 -> 是 一 个 浸入 , 则 对 任意 点 
pE 性, 存在 M 中 包含 2 的 一 个 邻 域 , 使 得 fv:DU->NW 是 单 浸 入 ， 
并 且 f:0 -> 了 (0D) 是 同 胚 ， 这 里 (DU) 具有 作为 的 子 空间 的 拓 
扑 , 故 /lv:U-> 和 是 嵌入 .这 就 表明 , 从 局 部 来 考虑 , 浸入 和 蔡 入 
可 以 不 必 区 分 . 

命题 2.1.4 设 太 1 -> N 是 单 浸入 , 若 MM 是 紧 致 的 , 则 了 是 
s O02 。 


脆 入 , 从 而 .jz) 是 正则 子 流 形 . 

证 明 JJGC) 作 为 六 的 拓扑 子 空间 是 Hausdorff 空 间 ， 而 
f:M->f(M)CN 是 紧 致 空间 到 Hausdor 企 空间 f(M) 的 1 一 1 连 
续 映 射 。 由 拓扑 学 可 知 ,f: 用 ->f(M) 为 同 胚 , 即 耻 为 嵌入 .时 

定理 2.1.5 设 央 入 分 别 为 m 维 和 维 O* 流 形 , ff :M-…> 
育 为 0 映射 (I<s< 有 ,其 秩 为 7, 那 未 ,对 于 gEf( 必 ),f (9) 是 
M 的 m 一 7 维 闭 正则 子 流 形 . 

证 明 记 f(q) 4， 由 定理 条 件 4 交 如， 的 闭 子 集 {g)} 
企 连 续 上 映射 下 的 道 象 是 闭 集 , 故 4 为 履 的 闲 子 集 .由 定理 2.1.2, 
对 任意 的 pE 4， 可 求 得 到 中 包含 2 的 坐标 图 (DU, 9; 2 入 中 
包含 9 的 坐标 图 (7 ,出 近 )， 使 得 .JUJICF ， 且 oO 一 0 和 
(g) 一 0€ R", 且 对 flv 有 

: 4m 一 个 
Vof | ro 一 (of “0, Vw) = (wT™, - 09， 0，.…， 0), 
这 意味 着 U 中 有 和 且 只 有 前 7 个 坐标 为 零 的 点 被 喘 射 为 gq, 即 
pLANU)=9°o (fly) ow (0) 
={(v, 1, "EGU) IY = = =0), 
因此 4=f"1(gq) 是 及 的 m 一 7 维 闭 正则 子 流 形 . 时 

推论 设 了 政和 分 别 为 m 维和 nn 维 O* 流 形 ,f: 用 > 太 为 
CO: 映射 , EL 如 果 了 在 4=f (gq) 上 的 每 一 扩 为 淹没 ， 则 
4 是 用 的 mn 维 闭 正则 子 流 形 . 

证 明 ”由 淹没 和 映射 秩 定 义 , 利用 定理 2.1.2 可 知 ,车 了 在 一 
点 是 淹没 , 则 在 这 一 点 的 某 个 邻 域 上 也 是 淹没 .于 是 存在 MK 中 
的 一 个 开 子 集 玉 ,使 4CWW, 而 1 :WW 一 W 为 淹没 , 即 映 射 了 在 W 
上 的 秩 等 于 mn， 利用 上 述 定理 , 即 知 4 是 用 的 m 一 n 维 闭 正则 子 
流 形 . : 

例 了 设 产 瑟 "一 下 定义 为 

。 103 ，。 


ju ,07) a)? 

由 例 3 可 知 , 在 f7( 十 1) 上 的 每 一 点 为 淹没 .因此 单位 球面 
S"+1—{2€ R"|S (od =—11=/-1(+) 

是 RR" 的 mm 一 4 维 闭 正则 子 流 形 . 

定理 2.1.6 设 有 入 分 别 为 m 维和 %w 维 0* 流 形 。O0: 映 
射 j :天 一 上 是 淹没 ,和 是 入 中 余 维 数 为 的 正则 子 流 形 , 县 
f/f-(Z) 半 名 , 则 f 司 (2Z) 是 对 中 余 维 数 为 的 正则 子 流 形 . 

证 明 我 们 只 须 局 部 地 证 明定 理 的 结论 . 对 任 一 PE (2)， 
记 g==f(p). 取 VW 中 含 g 的 子 流 形 图 (VV, 几 ), 令 U=f(V), 它 
是 含 p 的 邻 域 ， 于 是 ， 我 们 有 0 映射 nowof :0 一， 这 里 
mw:R'R'*x _R*-> Rr* 是 自然 投影 . 

另 一 方面 , 因为 f 是 淹没 , 根据 秩 定 理 2.1.2, 存在 以 食 p 的 
邻 域 UV'CU 和 坐标 图 (Co 的 以 及 六 含 9 的 邻 域 V'CV 和 从 
标 图 (V',， 业 ), 使 得 映射 炎 of op 有 如 下 形状 

Wof og (Te 一 人 Oh 
并 且 不 失 一 般 性 ,可 认为 区 一 )， 于 是 
mojog 一 2) 一 古人 OO 2 
= (wv"*+1 *， »"), 
其 中 mw:R">R? 也 是 自然 投影 。 这 表明 OO 映射 mo of :U' 一 BR? 
的 秩 为 &， 即 它 是 淹没 . 
因为 上 和风 都 是 微分 同 胚 ， 限 制 在 了 上 时 ， 存 在 微分 同 趾 
G: 灿 (了 0) 一 由 (7 六) 使 下 列 图 可 交换 : 


Uy 4 HVCR"— RA 
v ” b Z/ 
$CV' CR? 


-» 64 »* 


由 图 可 见 
moof = (mo0)o 01od) of —m'ol’of. 
因此 ,0 映射 woyjvof :U0'>Rr* 也 是 海 没 , 且 
NFAE) = Co [prof) 1(0). 
再 由 定理 2.1.5 的 推论 ， 可 见 U'Nf-1(2) 是 IC Mr 中 余 维 数 为 
1 的 正则 子 流 形 . 时 


1.5 单位 分 解 


单位 分 解 是 将 流 形 的 局 部 性 质 和 整体 性 质 联系 起 来 的 一 个 有 
力 工具 .这 一 节 的 目的 是 要 证 明 微 分 流 形 上 单位 分 解 的 存在 性 ， 
然后 给 出 它 的 应 用 . 

设 对 是 一 个 拓扑 空间 ，{D os 是 它 的 一 族 子 集 ， 知 对 于 每 所 
PE 了 ,存在 一 个 2 的 邻 域 玉 ,, 使 得 WW, 只 与 {Uo} 中 的 有 限 个 U。 
相交 , 则 称 {40。} 是 局 部 有 限 的 . 

设 {UclaE.%}、{Ve|BE 梁 } 均 为 用 的 覆盖 ， 大 对 于 每 一 个 
BE 多 至 少 存在 一 个 wE.o, 使 得 VeCUa, 则 称 覆 盖 {V 8} 是 覆盖 
{U4} 的 加 细 . 

引 理 设 以 为 具有 可 数 基 的 m 维 0O7 流 形 , {4o 为 型 的 任 
意 开 覆盖 ， 则 存在 由 可 数 个 坐标 图 构成 的 {4 中 的 局 部 有 限 加 细 
{(U，9p1)17 一 14，2，…:}, 使 得 pg;(Uy) = BY(0)， 且 {Vy = 
p97 (BY2(0) 17==4，2, …} 也 是 履 的 开 和 覆盖 . 

证 明 因为 流 形 MM 是 局 部 欧 氏 的 , 故 是 局 部 紧 致 的 ， 又 因为 
M 具有 可 数 基 , 故 存在 可 数 个 开 集 {了 1}, 使 得 Uy 了 过 天 ， 且 每 售 


忆 都 是 紧 致 的 .利用 {了 Py}， 按 如 下 方式 定义 以 上 一 系列 暴 致 集 
kK,, K, Kk,, “ee, 天 0 一 四， Ri=P:, 且 和 车 KCKiCKoC:..CK, 


已 有 定义 , 而 是 使 得 RCH Pi 的 第 一 个 整数 , 则 定义 


es {i) « 


Rl ) P,, 
人 1 
以 形 , ;表示 下 i 的 内 点 集 ， 易 见 民 , 忆 认 ,ws 日 (KR,= 必 .此 
《一 二 


外 ,下 ; 为 闭 集 , Ki;42 一 ,1 为 开 
集 , Ki 一 K， 为 闭 紧 致 集 , MC 


UKs 及). 


对 于 一 个 固定 的 色 考虑 开 集 
(有 io 一 人 nn4e。 对 其 内 任 
“一 点 2， 选 取 位 于 其 内 的 一 个 坐 
标 图 (Cs， pr， 使 得 pra(2) 
一 0，goa(Usa) 一 BT(0)、 且 设 
Vy,0— pyak BE;a(0)), 则 
Vy a CU ,oT (天 ;2 一 K-31) 
站 A,. | 
图 6 2 
: ,让 %, 0 变化， 因为 ,+2 一 长 ,是 
紧 致 的 ， 故 可 取 有 限 个 了 Vwi，…，Vew, 覆盖 Ra 一 下 ,显然 
{Vwoll<0<i，1<i< 之 十 oo} 为 用 的 可 数 开 覆盖 .可 以 证 明 
{Ucwe，9ewe)} 上 和 朱 0ye} 即 为 引 理 中 所 需要 的 ,事实 上 ， 由 以 上 所 
作 , 即 知 {UGe} 是 {4s。} 的 加 细 .， 此 外 ,对 任 一 点 pE 以 ,存在 履 上 
包含 p 的 一 个 邻 域 玉 及 一 个 指标 i， 使 得 EWCKi,s、 但 由 
Deo 的 定义 以 及 : 
WNUwCWAN (Ki 一 K ,1) CK, (了 一 Ki) 
一 她， ijo 
即 知 {Uye} 是 局 部 有 六 的 我们 将 这 样 得 到 的 开 和 覆盖 {4。} 的 局 部 
有 限 加 细 {(U,， ps 了 0)} 称 为 从 属于 {4。} 的 正则 覆盖 . 里 
流 形 4 上 实 值 卫 数 了 :以 > 的 支 集 是 指使 /2D) 关 0 的 点 集 
? 0 。 


Sh NAT 


所 Nd PB 


的 闭 包 , 表 成 
supp(f)—{pE MI(D FO0}. 

定义 2.1.12 m 维 0* 流 形 履 上 的 一 族 O* 函数 {f1|$ET}， 
! 为 正 整数 集 , 若 具 有 下 述 性 质 ; 

《ii) f(D) 宇 0, 对 于 任 一 点 DpE 于; 

《二 ) 避 有 1(p) 一 1 对 于 任 一 点 pEM， 

(iii) {supp(J;)} 为 用 的 局 部 有 限 的 覆盖 , 则 称 {f1} 为 人 上 
的 O* 单位 分 解 ， 

设 14o} 为 用 的 一 个 开 覆 盖 ,，{f;} 为 上 上 的 单位 分 解 。 若 对 
于 每 个 和 存在 一 个 4。, 使 得 supp《fi)CAac， 风 称 {f} 为 从 属于 
{4-} 的 单位 分 解 . 

定理 2.1.7( 单 位 分 解 定 理 ) 设 以为 具有 可 数 基 的 尼 流 形 ， 
{Us, i; 了;)} 为 的 正则 有 覆盖 , 则 存在 一 个 单位 分 解 {ft}， 使 得 
在 V, 上 f:>0, 有 supp(fi) Cpr Ba(0)). 

由 定理 即 知 , 上 述 每 一 个 函数 户 都 具有 紧 致 支 集 ， 而 且 的 


每 一 个 开 覆 盖 {4。} ,都 有 从 居于 它 的 单位 分 解 . 


证 明 由 定理 2.1.1 对 每 一 个 存在 有 "上 一 个 非 负 OQ” 函 
数 gs, 它 在 BY;a(0) 上 和 恒 等 于 1 而 在 38a(0) 外 得 为 零 ， 设 %= 


;giopi, 9 为 O* 函数 , 它 在 五 :上 恒 为 1, 在 gr!1(BSs(0)) 外 恒 为 零 . 
芭 supp(9; ev PD 《9) )， 又 因 为 {VV ,17==1，2, 7 型 的 局 
部 有 限 的 柳 盖 ， 故 知 由 


天 一 0%/ 之 gi 


给 定 的 函数 族 { /是 到 上 符合 定理 要 求 的 一 个 单位 分 解 . 看 
作为 单位 分 解 的 应 用 ,我 们 给 出 下 述 定理 ， 
定理 2.1.8 设 M 是 紧 致 必 维 微分 流 形 , 则 存在 一 个 正 整 
数 及 映射 :MM>R", 使 得 了 为 眶 入 ,从 而 了 GD) 是 Rr" 的 正则 子 


”从 > » 


流 形 . : 
证 明 因为 用 紧 致 , 故 存在 一 个 由 有 限 个 坐标 图 组 成 的 正则 
覆盖 { (Ds, gi 了) 15 一 1，…, p}， 对 每 一 个 %， 由 单位 分 解 定理 可 
知 , 存在 函数 9 一 用 使 得 gy(M)C [0,1]， VCsupp(g) EU,, 
日 在 VV 上 和 便 为 1 令 f:MH->RE"™** 使 得 
f (PD)= (gi1p1 Cp), *, Gypr(P), gi(P), **, gr Pp)), 

这 里 gy: 了 >R&” 由 下 述 方式 定义 ; | 

gipi( 人) -{ PEL 

- 0, ~ pEU,. ， 

我 们 证 明了 是 嵌入 。 因 为 到 紧 致 ， 根 据 命题 2.1.4， 只 须 证明 
是 单 浸入 . 首先, 了 是 浸入 ,这 是 因为 若 pE 玉 是 任意 一 点 ， 则 存 
在 某 个 疡 。， 使 PE。 由 于 在 上 yp 一 ie 又 2 是 微分 同 
胚 , 故 D(Cfogsi )ewo 中 包含 一 个 非 奇 异 的 m 阶 方 阵 ， 于 是 在 Pp 
点 的 秩 为 m， 由 pp 点 的 任意 性 ,可 知 f 是 浸入 . 

其 次 , 可 以 证 明了 是 单 射 。 事实 上 , 若 D EM, 使 f(p) 一 
f(g)， 出 映射 了 的 定义 可 知 , gp9;(P) 二 gip1(9), gi(P) 二 919). 不 
妨 设 PE 故 gi,(PD) 二 9i.(9) 一 二 于 是 CEU 网 由 gi,(2p)9i,(P) 
gn(g)pn(lg) 可 得 《Pp) Pw(q). 由 于 94 是 单 射 , 故 必 有 p=g. 革 

上 述 定理 表明 ， 紧 致 微分 流 形 可 幅 入 某 个 B&" 作为 正则 子 流 
形 . 这 个 结论 对 非 紧 致 微分 流 形 也 成 立 。 了 HH. Whitney 证 明了 任 
意 一 个 m 维 具 有 可 数 基 的 微分 流 形 均 可 柑 入 尼 ” 中 作为 子 流 
形 ( 人 参阅 区) 因此， 虽然 流 形 的 概念 是 欧 氏 空间 的 一 般 推 广 ,， 但 
它 仍 可 作为 欧 氏 空间 的 嵌入 子 流 形 来 实现 . 


习 题 


1、 对 于 .Sm 一 (a “2 "1) E BR" p> (2)°=1 } ,使 用 从 北极 NC, 


“68 。 


…0, 二 出 发 的 球 极 射影 , 决定 一 个 坐标 图 (Uw, px). 相仿 , 从 南极 入 (0，…， 
0， 一 了 出 发 决定 一 个 坐标 图 (Ug, psa)， 证 明 {CU0w, pw),， (Uw, ps)} 是 Sm 
的 一 个 0” 坐标 图 册 . : 
2. 证 明 上 述 8" 的 坐标 图 册 与 $1.1 例 2 中 所 述 的 5” 的 沧 标 图 册 决 定 
SS” 上 同一 个 微分 结构 . 
3. 证 明 8 1.2 例 6 中 GC2, 名 为 4 维 0” 流 形 . 
4. 设 路 、NN、W 均 为 0* 流 形 ,f: 用 一 太 , g:N>W 均 为 0* 映 射 。 证 朋 
由 . 
Cf XD ET, DD= fm, 99)), rEM, yEN 
定义 的 映射 f+xg: 用 xN>NXxW 是 0* 的 , | 
5, 证 上 明 ff:Sm-> PPCR), (gl, Et ESmC Rmtl ASL,.. ,omt1)] 
Se 是 秩 为 m 的 0” 了 映射 ,其 中 5" 为 m 维 单位 球面 FS) 为 ”m 维 
导 影 空间 . 
6。 设 f: 避 >W 是 淹没 , 试 证 明了 是 开 上 映射 . 
7. 设 了 为 Rm" 中 由 方程 sm+1 一 有 (加,，，…， 4"m) 硝 定 的 超 曲 面 . 其 中 
为 0* 函数 .证 明了 为 Rm*1 中 的 0* 正则 子 流 形 . 
8. 证 明 圆 环 面 ( 士 V 党 十 色 一 切 ? 十 和 一 42 为 吾 3? 中 的 2 维 正 则 子 流 形 . 
9， 设 ,CCG 二 1 … 过 0) 为 Rm 上 万 个 函 儿 独 立 的 0" 函 
灼 。 证 明 : 由 方程 组 / : 
FB 0 《06 为 常数 ,0 二 4, …, 所) 
确定 的 m 一 k 维 流 形 是 R” 的 正则 子 流 形 ， 
10. 设 古 : 历 -> 为 光滑 流 形 间 的 C= 映射, 政 为 N M 的 正则 子 流 形 , i 
好 (了 7C 邓 ;证明 王 : 克 -> 邓 也 是 Cr 卫 千 ， ， 
11. 设 f: 肛 ->N 是 单 浸入 ， 且 了 是 递 紧 的 ( 即 会 何 紧 到 集 的 六 象 是 紧 到 
集 ) ,证 明了 是 散人 . 
12. 设 81 和 8s 是 微分 流 形 到 上 的 两 个 不 相交 的 闭 集 . 证明 存在 了 
上 的 0~ 函数 了 ,使 得 | 
PED1, 
pED;. 
. 设 信 是 m 维 微分 流 形 1 的 开 子 集 ,g:WW 一 BR 是 O" 基数 ， pEW, 
由 在 0* 函数 9: 邓 一 吾 , 使 得 9 与 9 在 2 的 某 邻 域 上 一 致 


7(p) -| 


es 69，。 


S2 向 量 场 
2.1 切 空间 切 映射 


设 I=( 一 4，@) 为 开 区 间 ， 必 为 0* 流 形 . O*(s<) 映 射 
0:1,->M 称 为 流 形 以上 的 0: 曲 线 ， 它 在 流 形 放 的 坐标 图 
(U, gp) 中 的 局 部 坐标 表示 为 

v'=w(O0(t)), 0() ED, (2.2.1) 
或 简单 地 写 为 
v= w(t). 
对 于 任 一 点 PE 六 , 设 (D，g; 2 是 包含 点 Pp 的 坐标 图 ， 
Cp)={0:I—>M|O(0)=p} 
表示 夺 上 过 2 点 的 曲线 的 集合 .在 经 (人 切中， 定义 一 个 等 价 关 系 
改 如 下 ， 设 O01，02E€ CE(p), 如 果 
dolOt 信 )| gzfOa 念 ) 
ot #=0 ot 
则 O01~Os， 易 见 这 个 定义 是 与 坐标 图 的 选取 无 关 ， 用 [中 下 示 
OE WY(p) 的 等 价 类 | 


(2.2.2) 


f=—0 


设 0 是 [O] 的 一 个 代表 元 ,-az teGt9) | “一 各 ， 后 者 与 [0] 
中 代表 元 的 选取 无 关 . 设 机 为 M 上 包含 2 点 的 邻 域 ,FE CO"( 有 )。 
用 下 式 来 定义 了 治 [O] 在 点 的 方向 导数 | 
a 6 dv'(O(t)) iD 
OO) | SO | = ), 
(2.2.3) 
式 中 
_ 0O 
f=f°9 ， (a -) = 元 ) (a 2 ),. 
(2.2.4) 


* ?0 »。 


因此 可 将 [O] 等 同 于 一 个 阮 射 ” 碟 j=6(r) :O"(F) 一 忆 ， 


2 所 
映射 二 * 称 为 在 2 点 的 切 向 量 . 了 ,是 在 Bp 点 的 任意 二 个 
切 问 量 ,4,， bE 有 tL, 则 由 
《GE 十 0 Dj =oX ,f+or ,ff 
定义 的 4 芋 ,+bY 也 是 在 2 上 的 切 疝 量 ， 因而 如 在 p 点 的 切 向 
量 全 体 构 成 忍 上 的 一 个 向 量 空间 ， 此 向 量 空间 称 为 1 在 刀 点 的 
切 空间 ,用 2 (2) 表 示 。 显 然 , 若 本 为 到 的 开 子 流 形 , PE， 则 
TW)—T,(M). 
命题 2.2.1 对 于 任意 的 f, hEO'(W) (> 所 和 a bER, 
切 癌 量 4* 满足 下 述 二 个 条 件 
[和 Xaf +bh) =aX,f +bX | 
(ii) Xfh) = RP) + PD) Eh). 
反之 , 任何 满足 条 件 (2.2.5) 的 映射 卫 ,:O'(W) 一 尼 (7 之 2) 必 
为 切 向 量 , 即 对 任意 的 JE Or()，Xaj= 台 (- 红 


证 明 “ 命 大 的 前 半 部 分 是 明显 的 ， 下 面 证 明 其 送 部 分 ， 首 先 
由 (2.2.5) 的 (ii)， : - 
(1) =,(1.:1)=2X,(1) . 
故 卫 ,(1) -0. 再 由 (2.2.5) 的 (i), 可 知 对 于 任意 常数 4, 有 
Xs,(0) =0. 
因为 /EO'(W), 7>2, 故 卫 可 表 成 
jw) =/f (0)+ DB( Br) 一 区 


+ hy(o) (ot—ob) (01—od), 
hyl2) € 0" 2(W), 


(2.2.5) 


® ?1 。 


其 中 (三 …， 吧 ) 是 卫 点 的 仅 标 Wi 
Xsf -SFr) Tso) = 


即 互 ， 为 一 个 切 向 量 ， 
”由 于 命题 2.2.1， 我 们 也 可 以 直接 用 条 件 (2. 2. 5) 来 定义 在 一 
点 的 切 向 量 . 

命题 2.2.8 设 (D, mi oD 是 包含 p 点 的 坐标 图 ， 则 
{有 记 ), <m | 是 切 空间 T,(M) 的 一 组 基 ， 于 是 dim ,CM) 
二 Mm 二 -dim M. : 

证 明 由 命题 2.2. 1 的 证 明 过 程 , 只 需 再 证 (_2 (i 
mm) 是 线性 无 关 的 ， 事 实 上 , 若 工 二 Mr) 一 0， 取款 
WEO*W), 有 0=L0) =N, i=1, 1, mm. 量 
.人 TD,(M) 的 对 偶 空间 称 为 1 在 点 的 余 切 空间 ， 用 .23(20) 表 
示 ，T*(M) 的 元 素 称 为 余 切 向 量 . 设 JEOr(T)，(I.、 9; 四 是 允 
上 包含 2 的 坐标 图 ， 用 下 述 方式 定义 一 个 余 切 向 量 dfsE TO) 
对 任何 及 ;ET,(M), 定 义 

Gfo(X») = LX, Afr>= Xof. (2.2.6) 

Gfs 称 为 了 在 2 点 的 微分 . 


取 玉 ,一 (B77) ， 了 一 2 则 


(ES Ho) 一人 (下 (3.2.9) 
帮 {(92)s|1<i<m} 是 2(Ca0) 的 一 组 基 , 它 是 入 -er), 的 对 侦 
基 ， 人 -把 -) | 和 das 分 别称 为 Mr 在 点 2 的 切 空间 和 余 切 空 
间 的 自然 基 ， 由 (2.2.6) 和 (2.2.7), 即 知 


0 
(Br) 


| 引 二 二 oO 


ps ?2 


因此 ,这 里 定义 的 流 形 上 Crr>1T) 函 数 在 一 点 的 微分 正 是 初等 微 
积分 中 微分 概念 的 推广 . 

以 下 来 讨论 在 不 同 局 部 坐标 系 中 自然 基 的 变换 公式 ， 

命题 2.2.3 设 (U, wo; sz 和 (UU, 8; > “) 为 卫 上 包含 ?点 的 
两 个 坐标 图 , 则 有 


(过 ) -Cl 


Cop CD Cao) 
证 明 全 间 的 JEOKDN 中, 由 2.3), 


(3 四 可 (yo9 ) |aw — —~r 5 fp °°g  ) [us 


(2.2.8) 


二 (op I 


an (Be), 


从 而 即 得 (2.2 9) 的 第 一 并 利用 此 式 及 (2. 2 .7), 容 易 求 得 (2. 2. 3). 
的 第 二 式 .， 
由 上 述 命题 ,对 于 任意 的 切 向 量 


), -和 (= Di ), 


和 余 切 向 量 9, 一 0.(dw ,一 (dx), 在 不 同 的 坐标 图 里 ,它们 的 分 
量 之 间 的 变换 公式 分 别 为 


Ox' > 分 
5 


| ~, i 
区 (3555) (2.2.9) 
~ i 和 时 
B. = 0 (2.2.10) 
z 人 


设 必 入 分 别 为 m 维 和 %n 维 0* 流 形 ,f: 开 > 入 为 O*(s<) 
鼎 射 ,PE 及, g 二 (7P)， 设 (0 9; ww) 和 CV 册 9) 分 别 是 型 上 所 
® YY 。 


含 p 点 和 入 上 包含 g 点 的 坐标 图 ， 且 JTJ7CTF. 因此 ， 若 96E 
Ci7<5 则 grEOCD). ;下 面 给 出 二 个 重要 的 及 -线性 映射 
fp:T MM) —> TN); 
fo:TIN) —> Ts(M). 
设 开 ， EvaC), 和 定义 户 ,X， 如下: 对 任意 的 JEOr()， 定义 
(fp)9 = 广 ,(g°f). (2.2.11) 
可 以 证 明 由 上 式 定 义 的 fs 确 为 切 向 量 , 即 fg,EToN).， 设 
hEO (V), 记 Yo=fpXp 于 是 
Yag°h)=frpX og°h) = (gof) "(hof)) 
= (Rogof )) RF CP)) + 9 Fp) Fhef) 
= (Yug)h(g) + g(g) (Yah). : 
同样 可 证 了 (lag 十 级 ) =a 了 og 十 b 了 oh, 4,5E BR. 因此 YET,CN)， 
此 外 ， fs 明显 是 有 -线性 的 ， 即 /7 (0 有) 一 人 (NT) 为 同 态 . 
设 oETe(N) ,定义 . 廊 o 如 下 ; 对 任意 的 革 ,ETy( 履 ), 定义 
fiw, X=L%, fo. (2.2.12) 
相仿 可 证 /yoE TSCM), 且 户 :TECNV)>T3(M) 为 同 态 ， 上 式 的 右 
便 可 写成 (fp 六 p) 一 (cofrp) 了 革 y, 故 (2.2.12) 等 价 于 


Jo 一 Oo (2.2.12”) 
即 我 们 有 下 述 交 换 图 
M f Ny T,(M)— A 一 TV 
A pe 
R R 
使 用 以 上 记号 , 我们 给 出 


定义 3.2.1 fs 称 为 在 2 点 的 切 映射 或 微分 ， 也 记 成 dj。 或 
Df,, fo 称 为 fry 的 对 偶 映 射 . 
注意 , 若 太 一 外 网 大 必 一 下 即 JE OCT)， 故 上 述 定义 的 微 
«74 。 


分 正 是 前 面 函 数 微分 的 推广 

下 述 命题 是 容易 证 得 的 ( 留 作 习 题 ). 

命题 2.2.4 车 f:MMs->Ms 为 0" 微分 同 胚 , 则 fo:Ts(2M) 一 
了 xp (月 和 fo: 了 Tiopy( 必 2) 一 Tp(Mj) 均 为 同 构 ， 设 h=gof 是 Cr 
映射 的 合成 , 册 

太一 三 "9 hh— gofs. 

设 (DU, gp; 他 为 以 流 形 1 的 坐标 图 ， 则 9:DU(CM)>p(D) 
(CR") 为 Or 微分 同 胚 ， 故 pos TOO vote ) 为 同 构 在 每 
一 点 人 DE",， Twn(R") 有 一 组 自然 基 2 三 因此 
(9 (Ps 元 是 了 (1) 的 一 组 基 ，。 其 实 , 它们 正 
是 先前 我 们 所 说 的 (21) 的 一 组 自然 基 但 常 表 成 (or ) ，…， 
(507) ， 因 此 ,由 (2.2.11) 


(2 Dp ) 0 = (9 Dan Boer), 9 (zr) (9gop 一 ) | xp， 
这 正 与 人 2.23.3) 式 相 吻 合 . 
设 f: 及 一 NW 为 入 流 形 闻 的 Oo"(s 和 人 妨 映 射 ， pE 设 (U ,gr 
光 ) 为 包含 的 坐标 图 ，(V， 岂 Y) 为 包 食 gf (2) 的 坐标 图 ， 
f(D)CV. 则 了 :MN 局 部 地 可 表示 成 
ge 一 Fr(o ol 
使 用 以 上 记号 ,有 


定理 4.2.5 设 (Er ) |1<i<m } 和 和 {( ) 
分 别 为 ,CM) 和 TN)(g 一 (Pp)) 的 自然 基 , 则 


fu Br), 一 Pr) (Br),, ， (2.2.13) 


va Bi 
J py )xo=( Pr), (dp’) p. (2 .2.14) 


1 


e 7) 。 


证 明 只 证 第 一 式 . 对 任意 的 gE€EO'(7)(r<s), 由 2.2.11) 


f(r), 0a) ggf op an 


=- (2) gobiodef op las 
~ Br ) gh am Rr) 
Dr) (Br) 
由 ,9 的 任意 性 , 即 有 (2.2.13)。 量 - 本 
- 推论 设 了 (Dir r-) ， 一 reo , 则 


KD 
“Xi(or) . 
了 Hr) (2.2.18)3 
设 Op 0 (dy ) cp), : fp 一 0; (dz ?5 则 
/pe 
op 人 (2 ) (2.2.15)， 


由 (2.2.18) 可 知 ，fws(Tp(M)) 的 维 数 等 于 FM-> 在 p 的 
秩 . 于 是 ， 者 了 在 后 为 混入 ， 网 jp ) 一 Ko) 是 单 射 ; 
若 f 在 2 点 为 淹没 ， 出 J ,是 满 射 . 反之 亦 然 。 


2.2 切 从 ， 向量 场 : 
设 用 为 m 维 0* 流 形 ， Te(20) 为 尖 在 2 上 的 切 空间 , 记 
T(M)~ To) = {XETM) |pEM}. 
以 下 在 人 (CM) 上 引入 拓扑 和 0 并 微分 结构 ,使 它 成 为 一 个 Oe-x 注 
形 , 并 且 局 部 地 与 积 流 形 同 胚 ， 作 映射 
TT(M)—>M, Xp VX,ET,M), 
设 (DU, mw 四 为 MY 的 任 一 个 坐标 图 , 记 
s ?6 。 


D =%-1+(D) 一 {Xp TM,) |2E UU}. 
再 定义 上 钢 射 PU -> p90U) x ER", 


Ty 了 有 
. 发 pg 一 公 (二 ) Pe (Pp), ) 化 (2 )， xX ) ) 及 ) 。 


显然 , $ 是 双 射 ， 现 取 ML 的 可 数 个 坐标 图 {(I,，p)} 使 得 {Dy 覆 
盖 必 . 且 为 用 的 可 数 基 . 从 而 可 定义 {Bi 人 4xB)cT(M)|4 
为 p.CU0 的 开 集 ，B 为 Rn 的 开 集 , i=1，2,…} 为 TCM) 的 拓扑 
基 ，. 使 用 上 述 记号 ,有 | 

定理 2.2.6 设 必 为 m 维 0? 演 形 ， 则 在 下 CU) 上 存在 一 个 
斩 盾 ， 使 得 对 1 的 每 个 坐标 图 ( 品 ，gp; 0)， 集 合 人 = +(D) 是 
T(M) 的 开 集 ,$:D->p(0) x Rr" 为 同 是 ,并且 坐标 图 册 {(C， 作 } 
决定 了 严 (30) 上 的 一 个 Ox-:+ 微分 结构 ， 从 而 下 (对 ) 成 为 2m 维 
Ox-: 微分 流 形 . / 将 

证 明 由 多 (M) 中 拓扑 基 的 定义 ， 邯 知 多 (M) 是 具有 可 数 基 
的 Hausdor 任 空间 , 且 是 局 部 欧 氏 的 ， 此 外 , 易 见 9:0->p(0)X 
RR* 为 同 胚 ,县 ww 是 TC(M) 到 有 履 上 的 开 上 映射 . 

现 设 (0, 9; 2 和 (D0，9; 9 是 了 的 两 个 坐标 图 ， In 7# 纪 
在 UND 上 , 举 标 变换 的 公式 为 

ER, ,mb 1m, 
(gl, 1 wo") EPU ND). 

对 PEDUND0, 和 Et), 在 这 两 个 坐标 图 中 可 表 成 


Xx, (2 ), -了 (), YT 2) 
故 据 儿 的 定义 ，o9: “BOND EO NT) 的 变换 公式 为 
$ ~ (wt, »* ， 召 工 。 ， *， 太 ") 


/ (a , ”9 z"(w), .oh Kk! (2 )). 
易 见 So8 了 + 是 0*-1 的 微分 同 胚 . 又 因为 {C0 8,)} 改 盖 了 了 (MM)， 
e ?77 .。 


故 O*-1 坐标 图 其 {(D，9)} 确 定 了 了 (MD) 上 的 Cz* 开 微分 结构 ,使 
之 成 为 2m 维 COx 二 微分 流 形 ， 此 外 ， 在 每 个 坐标 图 (人 人 上 ， 亲 
与 9(0) x R" 是 O01 微分 同 胚 的 ， 即 局 部 上 ，T(M) 与 积 流 形 
9(0) xR" 是 0*-! 微 分 同 胚 的。 在 局 部 坐标 中 , w 对 应 于 BR"x 
RR" 到 其 第 一 个 因子 的 射影 ， 量 


定义 2.2.2 (T(M), mw，M), 或 简单 地 T(M), 称 为 以 上 的 


切 从 、w 称 为 自然 射影 Ts(2) 称 为 (2M) 在 2 点 的 纤维 . 
相仿 , 命 TM)= (Ts HM), 


可 在 其 上 引进 拓扑 和 O "微分 结构 ， 使 之 成 为 2m , 维 Ox-: 微分 
流 形 , 它 局 部 地 与 积 流 形 微分 同 且 7T*(M) 称 为 M 上 的 余 切 从 . 

定义 2.2.3 0° 流 形 放 的 向 量 场 革 是 一 个 映射 全 :人 一 
T(M), 使 得 自然 射影 w:TCM)-> 与 对 的 复合 为 恒 间 映射 

z AX:n> XETM). 
设 fEO*( 及 ), 令 
fp) = ypE NM. 
如 果 对 于 任意 的 了 EO*(M), FEO:(M), s<%—1, 网 癌 量 场子 
称 为 是 0* 的 . 邦人 ,=0, 则 称 p 点 为 向 量 场 也 的 奇 点 . 
设 (0, 9; wz) 是 及 的 一 个 坐标 图 ， 则 同 量 场 立 在 局 部 坐标 系 

中 可 表 成 


X(o) = XO) oe on) Ep(D). 
设 {(C。， go)} 是 M 的 一 个 覆盖 , 可 见 向 量 场 了 为 0: 向 量 场 的 充 
要 条 件 是 ; 在 每 一 个 Us。 上, 的 分 量 全 yz) (i 二 1，…，m) 均 是 
O: 图 数 . 》 
设 (D, 加 动 是 1 的 另 一 个 坐标 图 , UND+J. 且 设 卫 (2) 
= 辫 (z)( -二 =-) , 则 对 于 UND 中 的 点 ,有 


se 6 。 


和 (5(oO)=- Yio) (2) ,wvEp(UND). (2.2.16) 

此 即 为 向 量 场 不 在 不 同 的 局 部 坐标 图 中 分 量 的 变换 公式 . 

明显 地 ,在 局 部 范围 内 , 存在 % 个 向 量 场 {-227 | 一 …,m|. 
它们 在 某 个 局 部 邻 域 Z 上 均 无 奇 点 ， 但 就 整体 而 言 却 不 尽 然 例 
如 在 球面 8: 上 ,不 存在 无 奇 点 的 向 量 场 (参阅 [1 各)， 向 量 场 在 奇 
点 附近 的 性 状 是 很 复杂 的 , 但 在 非 奇 点 的 邻近 ,我 们 有 

定理 %.2.7 设 了 是 m 维 0* 流 形 放 上 的 0* 了 + 向 量 场 ,如 
果 点 PE 了 不 是 向 量 场 不 的 奇 点 , 则 存在 包含 点 p 的 一 个 坐标 图 
(DU, g; zc 使 得 并 限制 在 可 上 ,有 


了 |j= (2.2.17) 


O 
证 明 ”显然 , 存在 含有 7 点 的 坐标 图 (DU gs 风 ) .使 得 %(2) 一 
0(1<s<m), 并且 


X| 0 C'(%) 3 ? 


其 中 总 是 Ul 上 的 Ox-: 函数 ， 因 为 对, 天 0, 不 妨 设 1(p) 光 0 由 
于 名 的 连续 性 ,可 假定 Ta 是 的 充分 小 邻 域 ,使 得 名 在 Us: 上 处 
处 不 为 零 . 志 志 党 和 分 方 各 组 


_ €*(%, Z”) : i 
入 Et 2 3<a<m 8 


其 中 必 看 作 自 变量 , *(a 一 2, …，m) 是 未 知 函 数 . 根据 常 微分 方 
程 理论 (参考 附录 I), 存在 正 数 s, 使 得 对 于 {C2 ，…, x") [| 过， 
1<i<m}cp(Uz) 和 任意 给 定 的 初 值 (> … 9)，|| < 
(2<a 志 mm), 方程 (2.2.18) 有 唯一 解 

=p yy) | 二 [<sCe<s)， 
它 满足 初始 条 件 / 

= "(0, yf Y), 0 一 人， 

。 ?79 。 


作 变量 变换 
9, 一 2 
网 dos 束 于 区 | ~ 二 所 以 存在 点 p 的 一 个 邻 域 UCU 
以 YCL<i<mm) 为 局 部 坐标 ， 在 此 局 部 坐标 系 下 


0 
| 


一 < (2 了 Ox” 8 ) 
BD Bl Oy O° 


1 0 
. Oy- . 
再 作 坐 标 变换 


th 1 
Ti== ) 0 = 4, C= 2, 0, 0 。 


即 得 全 在 包含 点 的 坐标 图 (DU, pg; 29 中 ,有 
下 | 一 
设 筷 和 了 是 0x 流 形 1 上 的 任意 二 个 Oz 于 向 量 场 ，122. 
对 任何 JEOk(M),， 和 AGEOxCND) ,这 里 由 定义 2.2.3， 
下 人 2) = vpENM. : 
故 可 对 了 f 继续 用 了 来 作用 ， 且 了 ( 革 f)EO0*(M).。 因此 对 于 
给 定 的 两 个 向 量 场 人 、 了 ,可 以 定义 映射 [X,Y]:O*(M) 一 
O*- “(2M) 如 下: 对 任意 的 EO*CM)， 


2 [了 闻 ]7= 互 (了 四 一 Y (X27). 《2.2.19) 
利用 局 部 坐标 , 设 和 
9 4 | i yi , kl 
XH sr YY Tr ZX YEOTM), 
则 有 
EX, YI) -D(X oF! _y 2x’) of 2f_(o), wEp(U). 


(2.2.19)" 
es SO。 


于 是 ，[ 节 , 路 ] 为 用 的 一 个 Ox- 向 量 场 ， 它 称 为 向 量 场 六 和 六 
的 Poisson 括号 ( 积 ) 或 Lie 括号 ( 积 )， 由 上 式 可 见 ，[ 子 , 了 ]， 不 
仅 与 也、 了 s 有 关 , 而 且 依 赖 于 卫 , 了 在 p 点 邻 域 里 的 情况 . 
以 2:(M) 表 示 用 上 0 向量 场 的 全 体 所 组 成 的 集合 ， 对 任 
意 的 4, 5E RR, 对 .了 EY(M), 命 
(ogX+oY)f=aXf+orf, VfEOr(CM), 
网 2“*(M) 为 尼 上 的 线性 空间 ， 出 Lie 括号 的 定义 ， 即 得 映射 
[ ,2 1M) XR GD GO) 它 有 下 述 性 质 
( 1) 反 交换 律 : 
[X,Y1l=—{Y, 2X|]; 
(二 )》 尼 - 双 线 性 性 ， 
faX1-+oX,, Y=a[F:, YI+o[X,, FY |] 
[X, oF 1b 2] = 一 af 了] 二 OA 了 3]; 
(iii) Jacohbi 恒等式 ， 
[区 ,区 2]1+[Y, [2, 3]]+[2, [X, 2]=0. 
前 二 个 性 质 是 明显 的 .而 性 质 (iii), 只 要 将 下 式 
x, [Y, ZT]f=X(Y (2f))—¥(Z(7T)) 
—Y(Z(XI) HLY RA) 
中 丈 , 了 , 2 循环 轮换 ,然后 把 得 到 的 三 式 相 加 即 得 : 
对 于 一 个 如 上 的 向 量 空间 (有 限 或 无 限 维 ), 若 能 在 其 中 引入 
某 种 “ 梁 法 "运算 ,满足 反 交换 律 . 尼 - 双 线 性 性 以 及 Jacobi 恒等式 ， 
则 称 之 为 一 个 (有 限 或 无 限 维 ) 实 Lie 代数 . 四 
以 % (MI) 表示 好 上 Or” 向 量 场 的 全 体 ， 它 构成 吾 上 的 一 个 
向 量 空间 (一 般 是 无 限 维 的 )。 显然 ， 可 引入 Lie 插 号 [ ， |]: 
和 CD x2(M)->2(M) 作 为 “乘法 ”, 因 而 得 
定理 2.2.8 ”向量 空 间 和 (对 ) 是 一 个 实 Lie 代数 .、. 
设 履 和 态 分 别 为 m 维 和 ww 维 0* 流 形 ，f: 了 -> 为 0' 映 
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射 ， 我 们 已 见 到 , 对 每 一 个 点 PE 以 , /诱导 了 一 个 同 态 
fil MTnp MM), 太太 GETKDON)， 
VX,E TM). 

者 卫 是 及 上 的 向 量 场 ， 则 ,六 ,是 Txp(N) 的 一 个 向 量 。 但 这 
样 的 过 程 并 不 保证 能 诱导 出 入 上 的 向 量 场 ， 其 实 , 首先 了 未 必 为 
满 映射 ,此 外 , 也 可 能 出 现 疡 关 pa (pi) 一 f(p2)) 而 fs 产 f. 卫 s 
的 情况 .但 是 ,我们 有 下 述 定理 : 

定理 3.2.9 设 几 :于 一 六 为 大 微分 同 蚌 . 为 EO 
(s<%h 一 卫 癌 量 场 , 则 了 = 办 对, 即 | 

Yup=hpiy, VPEM, (2.2.20) 

是 NN 上 的 0: 向 量 场 。 旦 对 性 上 任意 两 个 CO 向 量 场 他 1 和子。， 


有 . 
wb. [1 仿 ,] 一 [ya .2X 2]. z (2.2.21) 


证 明 内 为 出 :有 ->N 是 微分 同 胚 . 了 yw 一 炒 ,Xo， 故 在 每 
一 点 gE 及，YoE Te) 是 唯一 确定 的 、 因 而 了 是 信 上 的 一 个 
向 量 场 ， 利 用 局 部 坐标 , 对 了 的 分 量 应 用 定理 2.2.5 的 推论 ， 即 
知 它们 都 是 0* 函数 , 从 而 了 也 是 0 向 量 场 ， 

对 于 任意 的 EOC*CN), pE Mg 二 小 (p) EN, 有 

Ch Xf leo= (fp Xf = fog)= fp) | 
故 得 : 


由 人 (f= fh) oP. (2.2.22) 
于 是 
[pi, bf / 
= pL fo ) 一 CX) Cafe Do 
= [XX(fop))— A fp)) le 
一 [ai Xo] (fo oy = Ts])f. 
关系 式 (2.2.21) 可 在 更 一 般 的 情况 下 成 立 ， 参 阅 本 节 习 题 


e ge 


| = 


写 义 2.2.4 设 沙 履 一 了 K 为 0: 微分 同 胚 ,下 为 村 上 的 0 
(sh 一 1) 问 量 场 , 如 果 对 于 任意 的 PE 及 册 对 二 于， 即 
VAp— Ap, VPpENM, 
则 称 问 量 场 在 微分 同 胚 册 下 是 不 变 的 . 


2.3 单 参数 变换 群 


变换 群 在 几何 学 中 是 十 分 重要 的 .下 面 我 们 来 讨论 0 流 形 
上 的 单 参数 变换 群 。 它 与 流 形 上 的 向 量 场 密切 有 关 . 

定义 2.23.5 设 民 为 m 维 OC* 流 形 . op:RxXM-> 人 为 0 
(7<) 映 射 , 所 p)Pp(s，p), 且 记 : 

Plt, p) =9s(t) =pi(p). (2.2.23) 
如 果 9 满足 下 述 条 件 : 

(i) 对 任意 的 PEM, po( Pp) = 

(ii) 对 任意 实数 st€E BR psog: 二 srs 则 称 p 为 R 在 M 上 
的 ( 左 ) 作 用 . 或 称 {p4} 为 了 上 的 Cr 单 参数 变换 群 . 

根据 上 述 条件 , p71?=p_t, 1€ 及 ,所 以 对 固定 的 每 一 个 i€ BB， 
pr: MM 于， pH> gi(p), 是 必 到 其 自身 的 微分 间 胚 . 

定义 2.2.6 设 吕 是 到 的 开 集 ， 世 一 (一 s， 8)，8>0， 纳 
/人 x 1 和 巷 代 定义 3.2.5 中 的 RxANM, 和 目 要 求 志 s, t+sET,, 出 称 
{gj 为 由 U 到 用 的 0’ 局 部 单 参数 变换 群 .对 固定 的 PEU, pr 人 
(ET,) 称 为 群 过 点 的 轨 线 . 

以 耶 , 表 示 局 部 单 参 数 变 换 群 {pi} 的 轨 线 pol 四 在 Pp 点 的 切 
向 量 ， 这样 ， 就 在 吕 上 定义 了 一 个 向 量 场 对 .显然 , 对 于 任意 的 
pE WM 和 任意 的 JEO*(D), 有 / 

Kf = EG limCfopalp)—f(p))/ 4 


(2.2.24) 
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设 (0, p) EITxP， 这 里 x 六 为 IxDU 的 开 子 集 ， 使 得 
VcW, 时 p(TxX7)CWNU, 而 (WW, 册 2 是 用 上 含有 Pp 点 的 
坐标 图 。 将 9 限制 在 TxXV 上 ,利用 局 部 坐标 , 单 参数 变换 群 {ps} 
可 以 表示 成 y=h(t，%), 即 

yi hi wl, oT), El, ,Im, 
这 里 z= 《ow …, ww”) 是 点 gETV 的 坐标 ， 而 Y= 《 仿 …, 9) 是 点 
9t(9) 的 坐标 。 定 义 2.2.5 中 条 件 ( 习 和 (ii), 用 局 部 坐标 可 以 表示 


成 
h'(0, 2) =w, 


(st, w) =i(s, hs, w)) =R(s, hls, 2)). 
于 是 有 


Xsf =h(0, ce(D)(- 引 ) . (2.2.25) 


这 里 “. ”表示 关于 t 的 导数 . 由 此 即 知 他 是 口上 0” 问 量 芭 
了 称 为 由 {gs} 庄 导 的 向 量 场 . 

定义 2.2.7 设立 为 流 形 用 上 的 向 量 场 , O :TI,~> M 为 参数 
曲线 。 如 果 


CO 0 / 
(2 SO (0) 一 大 con， (2.2.26) 


Oct) 
则 称 曲线 O 为 向 量 场 对 的 一 条 积分 曲线 . | 
定理 2.2.10 设 卫 为 由 局 部 单 参数 变换 群 {pi} 诱导 的 向 量 
场 , 则 它 在 每 个 p: 下 是 不 变 的 .上 且 {p 引 的 轨 线 都 是 向 量 场 筷 的 积 
分 曲线 . 
证 明 对 于 任何 fEO*(DU), 由 (2.2.24)， 
(CG) Tf [ow — 了 ,fopi) ~ Hm peopel p)—f Petp) 一 pe(p) 


~— ]im f°pat pn fe ps 


即 得 (9p): 卫 , 二 壮 pxw，， 此 即 宸 示 革 在 微分 同 胚 w 下 是 不 变 的 . 
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再 设 0:I-> M, tH > gp( 引 , 这 里 p 是 口上 任意 固定 的 一 点 
车 O 是 {pi} 的 轨 线 , 则 有 


Ot), f= (fo0) 1 dfepslt)) 
-lim {fopialp) —f°pe(p)} 
= 人 ox. 
故 {p:} 的 轨 线 为 向 量 场 了 的 积分 曲线 . 是- 
我 们 已 证 得 一 个 Or 局 部 单 参数 变换 群 g: 世 xD-> 了 r 在 可 
上 诱导 了 一 个 0”! 向 量 场 及 , 它 由 9 的 轨 线 的 切 向 量 所 构成 ， 反 
之 ,我 们 有 
定理 2.2.11 设 荆 是 0* 流 形 用 上 O01(r<%h 一 1) 向 量 场 ， 
则 对 任 一 点 PE M, 存在 p 的 一 个 邻 域 可 和 如 到 MX 的 Or 局 部 音 
参数 变换 群 p， 使 得 在 口上 并 是 由 9 诱导 的 向 量 场 。 因而 也 称 
问 量 场 为 9 的 无 穷 小 生成 元 . 
证 明 设 在 包含 p 点 的 坐标 图 (了 ,由 ow 里 ， 


Z(H) ~X(o) (0) ， sey(P). 


考虑 常 微分 方程 组 
人 Oo， hb 罗 )， Sl, mm, 

(2.2.27) 

这 里 4 为 自 变 量 ，z 一 《ww,…:，w”) 是 参 变量 。 由 常 微分 方程 理论 

( 见 附录 了), 在 i 一 0 的 充分 小 爸 域 I 内 ,存在 唯一 的 解 {BC4， wm)} 

(% 一 1，…,， mm), 使 得 满足 初始 条 件 避 (0, ww) 二 w', 且 可 取 wEw(0), 

使 得 (C(t 2) ,h(t 2)) EV(V), 其 中 UCT 为 p 的 充分 小 
邻 域 ， 由 于 向 量 场 为 0 于 的 ,因此 郑 数 办 (#, o) 至 少 是 Or 的 . 

作 O' 映射 9:IxU-> 朋 ，(t, Pp) 己 9(b, Pp) 一 ps(P)， 使 得 其 
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局 部 表示 为 
pro(g)) = (H(t, oq), jn 人 og))), 
gEU, tET,. 
设 s，iE€I,， 且 s 十 t€T,， 对 于 任意 固定 的 s，hi(t 十 s, 四) 和 
(ps(w)) 都 满足 方程 (2.2.27), 且 具 有 相同 的 初始 条 件 
有 (0，ps(o)) 一 1(0 十 So) =h(s, v2). 
由 常 微分 方程 组 的 唯一 性 定理 , 即 知 
h(tis, 2)=h(t, pew)), 
好 gers 一 9io9s， 特别 P1091 一 go 为 恒 同 映射 . 因此 ps 为 微分 局 
受 , 而 p:1 xD 一 4 为 Cr 局 部 单 参数 变换 群 . 
对 任意 揭 JE MD) 和 任意 的 PED 由 (2.2.27), 有 


d( fp Pp)) _ Qh'(t, v( PD)) (2) 
| ot ot i-0 \ Ov' /yg 


t=0 
~ 了 


旗 反 在 以 土 是 由 wp 诱导 的 向 量 场 ， 是 

利用 定理 2.2.7, 即 得 。 

推论 设 邓 为 0 流 形 有 训 上 的 0" 向 量 场 , 邓 , 半 0， 则 在 
在 包 食 jp 上 扩 的 坐标 图 (V ,由 ; 2 )， 使 得 由 信 生成 的 局 部 单 参 数 变 
换 群 2 的 作用 是 沿 曲线 的 平 黎 ， 即 

pi 8, 0 .01 = 0 ,0"). 

推论 2 设 衣 为 紧 臻 0 流 形 ,了 为 财 上 0O" 向 量 场 , 则 荆 

在 M 上 生成 一 个 Or 音 参数 变换 群 . 
证 明 :由 上 述 定 理 ， 对 每 一 点 PE MM， 都 有 一 个 邻 域 可 和 正 

数 so>>0, 使 得 苑 在 7 下 和 PoXU5 一 > 
对 .和 车 Do Do 人， 易 见 pp 和 022 在 TUonz。 上 的 作用 是 相同 
的 ， 中 关于 是 紧 玫 的 ， {Us[pE M} 具 有 有 限 子 覆盖 ， 设 为 
(04 …， Di, 且 相 应 地 有 aa …， sr。 令 e= inin ss. 再 定义 映 庙 
WO 。 


9:7TXx 2 一 M 如 下 : 若 pPEUw 有 
pianp—pt, p=90p), tET,. 
用 下 述 方式 延 拓 9 成 映射 p: 玫 X 对 一 杂 : 对 任何 经 如 ， 必 存在 正 
整数 访 , 使 得 | 让 /六 <<, 则 定义 
p(t, Pp) = (Gin)* (np), 

右 侧 表示 局 部 变换 连续 进行 入 次 ， 显 见 它 与 六 的 选取 无 关 事 
实 上 , 右 正 整数 入 ' 也 使 得 | 引 / 天 s 则 

p(s, 7) = (Disw)™ (Pp) 一 {(Piww’)™ }* (Pp) = (Bi/wn’) NN (Dp) 

=—{(G ww) }™ Pp) = (Puy')™ Cp). 

因此 ,P: 和 xxM -> 人 为 OF 单 参 数 变 换 群 ， 量 | 

定理 2.8.12 设 {p,} 是 Oz 流 形 1 上 的 Or 单 参数 变换 群 
太古 由 {pt 诱导 的 0 疝 量 场 ， 如果 出: 了 一 是 微分 同 胚 ， 则 
由 六 是 0' 音 参数 变换 群 fyJogpio 小 诱导 的 向 量 场 . 

证 明 令 和 =epioyd , 则 有 

 %‰=po= 了 (得 同 ); : 
和 ifs= 一 和 ioAs. 

故 { 和 A 一 {由 oio 员 为 于 上 O' 单 参数 变换 群 .对 任意 的 PE 及 
和 jE0O*(M), 设 g 一 由 (7p), 则 


(hf = 荆 pf) -2 (yf Hp 由) i.0 


= bpey (0) lo 
= 了 ,f= Y ,wf. 
这 里 了 是 由 单 参数 变换 群 {Xt} 一 {pie 兴 汪清 导 的 疝 玲 场 。 | 
淮 论 ” 问 量 场 XX 在 微分 同 胚 由: M->M 下 为 不 变 的 充 要 条 件 
是 仿生 所 的 局 部 单 参数 变换 群 fp:} 和 的 作用 是 可 交换 的 ; 即 
Pirogps, ViER. (2 .9.28) 
说 9p:1,XxU> 及 是 0' 局 部 单 参 数 变 换 璋 ,了 芳 为 p 在 U0 上 活 
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导 的 癌 量 场 , 设 了 为 可 上 任 一 回 量 场 . 选取 3>>0 和 避 的 开 子 集 
Us, 使 得 p( 和 xDDCUD. 在 U4 上 , 对 1€I， 定义 向 量 场 全 ,如 
下 ; 对 于 任意 的 了 EO(U)， 


Wif=((pI ) = (fopi) ps. 
表 用 下 式 来 定义 问 量 场 


Zif of) DN, YEO(D). 
命题 2.2.13 对 于 EI, 有 


_OW:; _ 
Zt—— LW:, Xj]. 
证 明 Eo, 


Zi(f) ~ 中 本 {Weaf — Wf} 


人 (foprrst) °F- op op- 
ws 0 | 


一 im A {YJfopeeps) op_at—Y (f°op) pa 
+Y (fo op_ as—Y (fopi)}ops 
-了 (lim Cf ops) Pa (f ope) 


A 0 


) lim Pt44t) 
a 
十 lim VY (fop)op.a—Y (fop:) 


4i-0 A Pt 
=Y(X(fop)) pt— XY (fop)) op 
加 [了 ， 入 (fopi) 2 人 -一 (Co 了 ， 从 )f. 
故 由 (2.2.21) 和 和 定理 2.2.10, 得 


[0)Y, Pp)XI= Ws Xl. 


特别 ， 由 y: 的 定义 知 Wo 了, 故 


dW 
2 一 cz | ft-0 


问 量 场 一 Zo= [之 , 了 ] 称 为 向 量 场 了 关于 回 量 场 二 的 Die 导数 ， 
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记 作 么 xz 了 了. 这样, 我们 有 

定理 2.2.14 设 且 和 了 是 0+ 流 形 履 上 两 个 0 向 量 场 ， 
{9st 是 由 半生 成 的 局 部 单 参数 变换 群 ， 则 向 量 场 了 关于 向 量 场 
入 的 Lie 导数 


YiY lim = {Y — (pe).7)} 


lim 7 {(p9-0).Y—Y}~—[X, Y], (2.2.29) 


这 里 第 二 个 等 号 是 将 前 式 中 的 1 用 一 ;代替 而 得 . 

对 固定 的 PEM，ps 人 (人 ET ) 是 局 部 单 参数 变换 群 {pt 过 多 
点 的 轨 线 . 因为 对 于 固定 的 如 .9-1:9:(Pp)p) 故 (p-2) ,Tncp (CM) 
TT,( 了 及 ) 为 同 构 。 如 果 了 是 定义 在 轨 线 9p()ps(p) 上 的 向 量 
场 ， 则 (gq-), 了 mw(tET,) 是 切 空 间 Ts(M) 中 的 一 条 曲线 . 
(2.2.29) 式 说 明 , 这 条 曲线 在 =0 处 的 切 向 量 , 即 向 量 场 Y 沿 了 
的 积分 曲线 在 2 点 的 变化 率 , 恰 为 [ 互 , 了 ]s~ (zxY)s. 

推论 设 卫 和 了 是 0* 流 形 上 两 个 Cr 向 量 场 ， {gi} 是 由 
了 生成 的 局 部 单 参 数 变 换 群 ， 则 了 在 p; 作用 下 不 变 的 充 要 条 件 


是 
LxY =0. (2.2.30) 


证 明 设 向 量 场 了 在 9, 作用 下 是 不 变 的 , 即 (pb 了 = 了 on 
于 是 ,对 任意 的 PE 2 
(Lx7)s lm 二 一 (po Pa=0. 
反之 , 若 xY =0， 即 [X, 了] ~0， 由 定理 2. 2 .9 和 2. 2. 10, 
0- (p).[X, 了 ] ~ [X, (pe).7]. 
由 此 , 对 任意 的 PE M 和 了 EO*MM), 有 
0- [X, (pO)Y]sf ~ (2x(pD). 了 )oj 
-lim -二 (GD 一 (ptra)。 了 jsj 
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= pT, Wel, 


歼 (《gs)e 了 )of 二 f 无 关 ， 因 为 当 t=0 时 ， ((po)n 了 )pf = 了 gf, 故 
(PF ) pf 一 了 
由 于 2 和 了 的 任意 性 , 即 得 (gp1),Y 了 Y= 了. 量 


”2.4 分 布 Frobenius 定理 叶 状 结构 


先 推 广 流 于 :上 向 量 场 的 概念 . 

定义 2.8.6 议 生 为 和 m 维 COx 流 形 . 各 对 每 一 点 DE 肛 ， 都 
指定 切 空 间 Ps(M) 的 一 个 了 维 子 空间 BiCp) CT,CM) 则 9:=- . 
局 2(p) 构 成 切 从 TM 的 一 个 子 从 , 称 为 M 上 的 1 维 分 布 ; 或 称 


M 上 的 7 维 切 子 从 . 车 对 每 一 点 2E 4， 都 有 一 个 邻 域 六 及 其 上 
! 个 Or 向 量 场 卫 …, 昼 ， 使 得 在 任何 点 gE D， Xi1(q), ;人 (9) 
是 子 空间 乡 必 (q) 的 一 组 基 ， 则 称 作为 了 维 Cr 分 布 , 目 称 莹 1,…， 
人 ;为 乡 ! 在 ， U 上 的 一 组 局 部 基 (向 量 场 )， 或 称 太 1,"…*， 芒 : 在 U 
上 生成 1!. 设 序 ) 是 HM 的 漫 入 子 流 形 ， 其 中 i 玉 一 MH 为 包含 
上 映射、 如果 对 每 一 人 PE 下 都 有 (DoW)) SDC p)), 则 称 
光环 ) 为 多! 的 积分 流 形 .，. | 
，” 显 见 , 当 1=~1 时 ， 0 分布 D9: 即 为 了 上 Or 向量 扬 ， 因此 分 机 
是 向 量 场 概念 的 一 个 推广 ， 而 向 量 场 的 积分 则 线 , 正 是 它 作为 一 维 
分 布 时 的 积分 流 形 . 由 定理 2.2.7 大 0” 向 最 1 场子 无 奇 点 ， 则 
对 多 一 点 存在 一 个 坐标 邻 域 (IT， 2 使 得 限制 在 上 上 , 和 |v= 
-Br 即 其 积分 曲线 为 二- 参数 曲线 ,也 即 一 (a 一 2, . ,0) 0° 
均 为 常数 . 

定义 2.2.7 设 多 1! 为 m 维 0* 流 形 玫 上 的 1 维 Or-1 分 布 ， 
如 果 对 每 一 点 PE MM, 都 存在 包含 p 的 坐标 图 (TU 9; 2) 使 得 
。，90 。 


U0.= {gED0|2*(g) 一 o*(e? 为 任意 常数 )1 十 1<a<m} 
都 是 乡 ! 的 积分 流 形 , 则 称 分 布 作 ! 是 完全 可 积 的 . 

可 见 , 车 乡 ! 为 完全 可 积 , 则 对 每 一 点 DE XN, 都 存在 一 个 1 维 
积分 流 形 ， 此 外 , 上 述 条 件 等 价 于 多 ! 在 太 上 是 由 -部 …, -zr 
生成 的 ,而 此 时 

EE | -0, 1<a, b<I. 

更 一 般 些 , 我 们 给 出 

定义 2.2.8 设 9!' 是 m 维 0r 流 形 必 上 的 1 维 0*-1 分 布 . 
若 对 每 一 点 PE 必 ， 都 存在 一 个 邻 域 U 和 在 可 上 生成 9! 的 1 个 
O*-1 向 量 场 下 1, …， 和 使 对 任意 点 ED, 都 有 

[Xo, Xo ED(g), le<a, b<l, 
则 称 分 布 今 是 对 合 的 . 
显然 ,定义 中 的 条 件 等 价 于 和 
[Xo, Xi] =O0,X,, 1l<wo, 8, ce<Y, (2. 2. 31) 
而 且 1 的 对 合 性 质 是 与 9' 在 U 上 的 一 组 局 部 基 向 量 场 的 选取 
无 关 ， 显然 ,如 果 分 布 纺 : 是 完全 可 积 的 , 则 多 ! 是 对 合 的 。 

引 理 1 设 Or 分 布 F! 是 对 合 的 , 则 对 每 一 点 PE 履 ， 都 存在 
7 的 一 个 邻 域 可 及 在 可 上 生成 :的 1 个 0 向 量 场 忌 :，.…, 闷 。 
使 得 [Xs, Xs] =0, TI<a, 5<1 | 

证 曙 设 多! 是 对 合 的 , (D0, 9p; 四 是 包含 点 的 坐标 图 ， 且 
U 选 得 充分 小 ,使 得 Cr 向 量 场 了 …, 了 ,在 0U 上 生成 多 !. 设 


YoY YEO(D), 1<a<l, 1<i<m. 


因为 矩阵 (了 。)rxm 的 秩 为 L, 不 失 一 般 性 ， 可 设 4= (Y epxz 的 秩 为 
L. 人 且 取 


Xow Polo— Ha 二 十 AS Me -Fs 


3 一 1 十 工 


Hr, MEO UV), 1l<a<l, 


e 091 。 


直接 计算 得 

m 8 

[XX 六 | 一 之 ， /ap Dzs ， 
男 -~- 方 面 , 信 z1 机 所: 也 在 U 上 生成 9, 而 纱 是 对 合 的 ， 故 由 
(2.2.31) 有 

[Xo, Xo] rt SY Nr), 1<0, b, ol 


OX” si 
比较 以 上 两 式 , 即 得 加 一 0,， 即 
[Xo,, Xs]=0, li<a, b<l. 

为 了 便于 应 用 ， 将 定理 2.2.12 的 推论 和 定理 2.2.14 的 推论 
合并 且 写 成 下 述 

引 理 2 设 wo c: T,XxU>M 均 为 O* 局 部 单 参数 变换 群 , 它 
们 分 别 由 0*+ 向 量 场 系 和 了 生成 ， 则 ge0s=oso9s 成 立 当 且 仅 
当 [X, 站 =0. : 

”当然 ， 这 里 如 5SEIT65CIs， 且 gEVCU， 以 使 得 oC9) ED 
9p:(g9) EU. 

定理 2.2. 15(Frobenius 定理 ) O7 流 形 上 C ”分 布 4 3 
为 完全 可 积 的 充分 必要 条 件 是 驴 : 是 对 合 的 ， 

”证 明 必要 性 是 显然 的 , 只 需 证 充分 性 ， 即 要 证 明 : yo 
对 合 的 , 则 9' 是 完全 可 积 的 . 由 引 理 1, 对 每 一 点 pEJ, 有 一 个 邻 
域 口 及 多 9! 在 其 上 的 0*! 基 向 量 场 且 1,…, 邓 ,使 得 [Xo 了 Xb] ~ 
0，1<w，b<l， 故 可 设 存在 包含 Pp 点 的 坐标 图 (DU， 几 o)， 使 得 

ZJ) = 0, ¢=1, +, m, ne “(Dy (gr) "3 
(5;) 是 线性 无 关 的 . 
90:T,x tp U’CU z 
是 在 U' 上 由 Xs 生成 的 0* 局 部 单 参数 变 欣 群 , a1, …,b, 再 定 
义 一 个 映射 入 :2={vER"||z'|<56}->M 为 
oy。 


1<a b<!, pi,E OD). 


和 (Cy … pit , ot) 
{1) (2) (D , 
~ gnopeo ono (0, ‘0, 0, witli, “oe ow”). 
只 要 8 充分 地 小 ,这 是 完全 确定 的 ， 因 为 p 中 在 U' 上 诱导 辽 s 故 
对 任意 的 EO*(D”)， 
FM 0) =- (Ko. 


‘bY (a) 


因为 [区 。 Xi]=0, 由 引 理 2 91ops 一 poog, 故 又 有 
A (Xo) pf, =1, “"") b, 


即 和 (二 ) 一 (Za 了 
此 外 ， 因为 和 (0， ”“》 0， wt “” wv") = (0, ""*y 0, 0 
故 


% (Ber), 一 (-) ETHM), 5 一 1 em. 
于 是 映射 :0Q-> 必 在 ER" 的 原点 的 秩 为 m. 根据 反 函 数 定理 , 当 8 
充分 小 时 ,入 是 8 与 ML 的 一 个 开 子 集 人 的 微分 同 胚 。 由 入 的 定 
义 ,在 包含 Pp 点 的 坐标 图 (DV, 入 中 ,和 %( 襄 -) , D. 
因此 , 立 中 子 流 形 
{9ED vw:(g) or (0* 为 常数 ),1+1<s<m} 

是 久 ' 的 积分 流 形 , 即 9! 是 完全 可 积 的 . 四 

在 本 章 §3.2 中 ， 我 们 将 给 出 Frobenius 定理 的 另 一 种 表达 
形式 . 

为 了 给 出 Frobenius 定理 的 整体 性 描述, 我 们 先 引入 一 个 新 
概念 . | 

定义 2.2.9 设 双 是 mm 维 光 滑 流 形 , 以 上 的 一 个 1( 过 m) 维 
叶 状 结构 多 是 指 M 的 一 个 1 维 连 通 子 流 形 的 集合 {Z woew 其 
中 每 个 多 。 称 为 多 的 叶 , 它 们 满足 下 列 条 件 ， 
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( 主 ) WM 的 每 点 都 位 于 .多 的 其 个 叶 上 ; 
(ii) 对 十 每 点 PE MWY, 存在 2 的 一 个 坐标 图 (C，mw 2), 使 得 
对 于 每 张 时 上 乡 o Un 有 的 连通 分 文 可 亦 
{gEUNFow(g)=0, 0 为 常数 ,lt 二 1s}， 
它 称 为 U 的 叶片 . 
MM 上 光滑 向 量 场 的 积分 曲线 的 全 体 就 是 收 的 1 维 时 状 结 
叶 状 结构 的 男 一 个 例子 可 以 从 一 个 光滑 淹没 ;本 >W 得 出 . 
设 dim Wm 一 h 则 每 点 gqEf CM) 的 逆 像 f(g) 是 MM 的 1 维 正 
则 子 流 形 (定理 2.1.5 的 推论 )， 因此， 六 的 北 像 (CN) 定义 了 
形 的 一 个 1 维 叶 状 结构 。 由 定义 2.2.9 可 知 ， 从 局 部 来 说 , 一 个 
时 状 结构 可 看 成 由 荣 个 淹没 所 诱导 . 
定理 2%.3.16 设 多 是 m 维 光 滑 流 形 型 上 的 一 个 完全 可 入 
的 工 维 光 滑 分 布 , 则 多 的 最 大 积分 流 形 的 全 体 确定 了 用 的 一 个 1 
维 时 状 结 构 . 
证 明 根据 定理 2. 2.15 的 证 明 过 程 ， 对 于 每 点 PE 以， 都 三 
在 Pp 的 一 个 坐标 图 (UU，gp; 2), 使 得 
{gEUlws(g) 一 os(os， 为 常数 ) ,1 十 1 和 ss 和 2 (2.2.32) 
是 乡 的 ! 维 积分 流 形 的 局 部 表示 . 于 古 , 衣 可 以 被 这 检 的 坐标 图 
册 {(U。 Pa; wv)}aewx 所 绪 益 . 
设 Unex 人 ,之 是 U, 的 一 张 叶 片 ， 则 王 可 能 与 UV 的 若 
干 张 叶 片 相交 . 由 于 型 具有 可 数 拓扑 基 , 之 NU 最 多 包含 可 数 
多 个 分 支 , 每 个 分 支 位 于 Te 的 由 (2.2. 32) 定 义 的 叶片 内 . 因此 ， 
之 Use 位 于 Ug 的 可 数 多 张 叶 片 内 . 
给 定点 PE TM， 选 取 p 的 上 述 坐 标 图 (To go; 3)， 设 了 是 
中 过 Pp 的 叶片 ， 对 于 Vo 的 一 张 叶 片 之 , 着 在 在 序列 


0=ao, oi 06 一 0 
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且 古 在 对 应 的 Us.(t 一 0, 1,，…,) 的 叶片 

D0 = Pa, Da) “**) 2, 2 二 之 ， 
使 得 Bf Ba GG, 1-=0, .8—1, 
则 称 叶 片 之 是 与 点 wp 相连 接 的 . 显然, 最 多 存在 可 数 多 个 与 % 相 
连接 的 叶片 。 这 可 数 多 个 叶片 的 并 仍 是 用 的 一 个 工 维 子 流 形 ,我 
们 称 之 为 与 2 连接 的 乡 的 最 大 积分 流 形 . 

对 于 男 一 点 9E 以 , q 关 p, 它 所 连接 的 乡 的 最 大 积分 流 形 , 或 
者 写 p 连接 的 乡 的 最 大 积分 流 形 重合 或 者 两 者 完全 不 祖 交 ， 这 
样 ,所 有 不 相交 的 乡 的 最 大 积分 流 形 ( 异 的 了 维 子 流 形 ) 的 全 体 
便 成 为 以 的 一 个 了 上 维 时 状 结构 国 


习 题 

1. 证 明 命题 2.2.4. . 

2. 证 明 (2.2.14) 式 及 定理 2.2.5 的 推论 . : 

3. 设 导入 均 为 0: 流 形 ,7: 放 一 NN 为 0' 上 映射， q ED)。 如 果 了 在 
每 个 Ef-1(q) 上 均 为 满 射 , 则 有 : 

Tf (9)}=Ker(fsy). 

4. 设 jM->N 为 0* 流 形 闻 的 0: 映射, 儿 是 中 全 维 数 为 的 正则 子 

流 形 ,P&M 性 .如 果 了 Cp) 2, 或 者 当 f(p) EZ 时 有 

fro(To(M)) + Tnn(Z)—Tnn(N), 
别称 了 在 点 jp 是 并 蕉 于 2 的. 如 果 对 每 点 De MK， 7 部 是 与 模 基 的 则 称 
f 与 2 模 截 ， 现 设 了 《Pp) € 8, 试 证 : 

(i》 了 在 点 p 横 截 于 2 的 充 要 条 件 为 : 存在 邓 中 含 p 的 邻 域 口 入 
中 含 9= 了 (9p) 的 子 流 形 图 (7 ， 办 ,使 得 JID)CF 且 wo 由 of:U->R* 在 Pp 点 是 
淹没 , 其 中 wr: BR" 一 BR”?*XR*>BR* 是 自然 投影 ; 

so TAfF TZ = (TAZ)). 

. 设 际 为 0: 流 形 和 NN 上 的 0*1 向 量 场 , MM 为 NN 的 正则 子 流 形 ， 证 明 : 
如 时 对 条 二 pEM, XsE Tp(M)， 则 革 限 制 到 履 上 也 是 履 上 的 O01 向 
和 
， 设 0~ 流 形 MCN 为 闭 正 则 子 流 形 。 证 明 : 六 上 0” 向 量 场 入 能 殷 
0 到 形 人 NN 上 的 0”* 癌 量 场 . 


畔 人 性 


7. 设 记 9ECOGU)， 和 ,了 工 E2(M), ， ] 为 ELie 括 导 .证 上 明 
[fX, g7]~f(Xg)Y ~g(Yf)X+fgLX, Y1. 

8. 证 明定 理 2.2.12 的 推论 . 

9. 人 设 { 和 9 计 为 履 上 局 部 单 参 数 群 。 证 明 : 它 可 延 拓 为 整体 的 单 参数 变换 
群 p:RX 让 ->M (参考 定理 2.2. 卫 的 推论 2 的 证 明 ). 

10. 设 9G 2 9) 二 (ze ge”) 证明: {gy} 是 BRB? 上 C= 的 单 参数 群 , 并 
的 六 内 量 汤 

11i. 设 X=y 泥 -= 遍 为 RB” 上 0” 向量 场 。 求 一 单 参数 变换 群 {p4}， 
使 向 量 场 处 为 g 的 无 穷 小 生成 元 ， 

14. 设 半 为 由 局 部 单 参数 变换 群 {p} 诱 导 的 向 量 场 ，, 为 过 p 点 的 轨 
线 。 证 明 . 

1 如果 六, 二 0, 则 入 a==0， 对 于 任意 96E 工 ， 

3” 若 了 p 天 0, 则 po:I>2, 扩 ->gp 人 ,为 浸入 ， 藻 入 =0, 则 pp: 区 
为 常 值 映 射 . 

“13. 设 履 VW 为 0: 流 形 ， 下 :YN 为 0* 映射 及 ,了 了 分别 为 和 NN 
上 的 0 向 量 场 ， 如 果 对 于 每 个 点 gqEF(M) 和 BEF-1(q) cM, 均 有 
FXo= Ya, 

则 称 向 量 场 和 了 了 是 也 -相关 的 ， 简 记 成 了 = 瑟 :X， 证 明 . | 

1” 和 了 为 了 -相关 的 充 要 条 件 是 对 入 上 任何 0* 函数 9， 都 有 

(Yg)oF=X(goF); 

”又 和 ela 一 4, 32) 是 F- 相 关 的 、 则 Fs[Xi, 和] 一 [Y1， 了 9]， 

8° 设 卫 和 了 是 FF- 相 关 的 , 则 芳 的 积分 曲线 被 映 成 了 的 积分 曲线 ; 

4” 剑 和子 为 了 -相关 的 充 要 条 件 是 由 叉 和 了 分别 生 成 的 局 部 单 参 数 
实 换 群 10;} 和 {o4}， 对 于 任何 使 下 式 两 侧 都 有 意义 的 4EZ pEMUM, 满足 

Pop)=0r Fp). 

14. 设 gp,o0:I。 XU 一 及 均 为 0 局 部 单 参数 变换 群 ， 它们 分 别 骨 0*-1 
疝 量 场 么 和 工 生成 ， 证 明 : [XX， Y]= 0 当 且 仅 当 Vi;00s 一 Osos, 这 里 t, 8EE 
1, PEM 应 使 等 式 的 两 侧 都 有 意义 . 

13. 如 果 对 于 每 个 点 pE 民 ，X 久 ,E393。， 则 称 向 量 场 入 属于 分 布 9， 证 
朋 :， 3 为 对 合 的 充 要 条 件 是 对 于 属于 人 的 任何 两 个 向 量 场 X, 了， 向 量 场 
[ZX, 了] 也 属于 了 
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$3 张 量 场 


3.1 张 量 场 


设 了 为 m 维 Cr 流 形 ,pEM, 了 了,(M) 为 了 在 p 点 的 切 空间 . 
以 Ts(2M) 表 示 向 量 空间 人 T,《M) 上 的 (r,s) 型 张 量 空间 ,并 令 
TM) = TM). 


设 (D, pg; oD 为 了 的 任 一 个 举 标 图 ， 则 人 去 5) [cc 


TM) 的 一 组 由 然 基 ， { (do »? bm 为 T,(M)LE 的 对 仿 
基于 是 $B,ETs,(M 必 ) 可 表示 为 


DD (3 ) (Fs) D0) BD do) 
记 DO- {8ET ,CM) IpEDY, 
且 定 义 映 射 9:U —> op(U) x BE”, 
D> (vp DR), lao, by br Hy fe, 
对 于 任意 的 开 集 4Cp(U0), BCR”", 定义 
| -1CA x B)CTM) 
为 TiCW) 的 开 子 集 ， 此 外 ,自然 地 有 了 映射 
mT: (MM)-> MM, GP Pp. 
使 用 以 上 记号 ,仿照 定理 2.2.6, 我 们 有 | 
定理 2.3.1 设 1 为 四 维 Ox 流 形 , 则 在 TiCM) 上 存在 一 个 
拓扑 ， 使 得 对 M 的 每 一 个 坐标 图 (DU, pg)， 吕 一 w+(DD) 为 Ti(M) 
的 开 集 ,5:0->p (0) x BR"" 为 同 胚 , 且 坐 标 图 其 {( 昌 , 四 )} 决 定 了 
Ti(M) 上 的 一 个 0* 卫 微分 结构 ,使 得 TiC 以 ) 为 mx 十 m*' 维 0*-1 
微分 流 形 . 
(TiCM), wm，M) 称 为 红 上 (人 r， 型 张 量 从 Ti(M) 称 为 全 
空间 ，MH 为 基 空 间 , w 称 为 没 影 , Ti,《M) 称 为 纤维 ， 有 时 也 简单 
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地 称 7: (六 ) 为 MM 上 Flr, s) 型 张 量 从 
特别 , 人 YT*(M) 是 Tm;(M) 上 的 7 阶 反 称 闪 恋 张 量 空间 ， 再 令 
入 本 ”4 ) 一 人 "TM), 


则 它 有 一 个 自然 的 0" 微分 结构 , 使 之 成 为 m+t(™) 维 Or-+ 流 


形 ， 人 "7*(M) 称 为 用 上 7 次 外 微分 形式 从 ,或 简称 7 次 形式 从 ， 

现在 可 推广 向 量 场 的 概念 如 下 . 

定义 2.8.1 O07 流 形 姓 上 的 一 个 (7, s) 型 张 量 场 多 是 一 个 
映射 6B: 收 ->Ti(M)， 使 得 wo$B=I， 这 里 工 表 示 恒 同 映射 ， 即 
D5:pB,E TI(M)， 一 个 (7, 上) 型 张 量 场 也 称 为 MM 上 (7, 9) 型 张 
量 从 了 (MMM) 的 一 个 截面 . 

显 见 , (1，0) 型 张 量 场 即 为 及 上 ( 反 变 ) 向 量 场 , (0， 型 张 量 
场 即 为 共 变 癌 量 场 . 

设 (U, 四 2 是 1 的 一 个 坐标 图 ，(r，s) 型 张 量 场 政局 部 地 
可 表 成 

GO) AC ee Guo 
(2.3.1) 

如 果 在 每 一 个 坐标 图 上 ， 人 B77.(2) 均 为 0O? 的 ，i1 志 条 ，…， 入， 入 ， 

,大 入 M， 则 称 丐 是 0* 张 量 场 ， 显 见 , 8 的 0* 性 质 与 局 部 坐标 
系 的 选择 无 关 ， 此 外 , 的 分 量 在 不 同 坐 标 系 下 和 中 的 变换 公 
式 为 


Op Dotr do 人 7 
ya "ye 7. (v2') = Dr 2 (TV) ee Di nr 7 (2.8.9) 


定义 2.8.2 设 蜡 为 六 流 形 ,和 747 Ga ) 为 到 上 7 次 形式 
从 , 它 的 难耐 称 为 到 上 的 7 次 外 微分 形式 , 或 简称 7 次 形式 ， 用 
4 4) 玫 示 避 上 上 所 有 了 次 OK 8) 外 微分 形式 扩 组 成 的 空间 ， 
特别 ,， 4°( 凡 ) 一 O07(M). 令 
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A(M) = DOA(M), 


它 的 元 素 称 为 外 微分 形式 ，4(4) 称 为 外 微分 形式 空间 . 

显然 , 每 一 个 外 微分 形式 eE A4( 及 ) 可 吉成 

一 C0 十 oo 十 … 十 on， WEA(M) (0<r<m). 
外 代数 中 的 外 积 运 算 入 可 推广 到 外 微分 形式 空间 44( 广 J 上 . 设 
wo OE€ 4A(M), 则 对 所 有 的 pE 六 ,定义 
(No) PD) 一 (2) No(p). 

空间 4( 妈 ) 关 于 加 法 , 数 乘 和 外 乘积 构成 一 个 分 层 代数 . 这 里 外 
乘 是 映射 人 :4:(M) x A'(M)—>A"™ (M). 

设 wE A(MM)， 则 利用 局 部 坐标 可 表 成 (参考 ( 工 2. 27)7) 

Co 一 > Grego 和 八 人 


=- 二 ops Co) Goh Ne dt le jn. 
(2.3.3) 
设 M 和 和 分别 为 四 维和 维 OF 流 形 ，j:M->N 为 
0* 映射， 则 了 诱导 了 映射 六 :ToCM) 一 Txp(N) 及 六 :了 Tic (N)—= 
TT;(M)， 我 们 已 经 知道 , 车 总 为 及 上 的 向 量 场 , 则 当 p 取 遍 俯 
时 , f 未 必 构 成 玉 上 的 向 量 场 ,下 面 讨论 映射 六 的 性 质 。 我们 
用 下 述 方法 定义 映射 六 :TP8CN) 一 Ts CM),， yw 由 .一 
大 8=0, VEOC NN), fv = 
若 8>0, 令 ( 六 pg 二 产 (hxp)， 即 对 每 一 个 豆 ETs(N) 和 任意 
的 了 1，…， 卫 ;ET 了,(M), 有 
CF KI RS) = bin fe ,frX). (2.3.4) 
饮 夺 产 称 为 拉 回 (映射 )， 对 于 拉 回 映射 "有 下 述 性 质 . 
定理 2.3.2 设 及 各 育 分别 为 mn 维和 nm 维 OF 流 形 ,大 着 一 
N 为 O07 映射 , 车 @ 为 入 上 0s- 形式 (rh 一 1)， 则 fw 是 由 工 
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Ors- 形 式 ， 特别 ， 若 0 为 人 上 的 Cr 共 变 向 量 场 ， 则 了 "0 是 
Or" 共 变 向 量 场 . 
证 明 ， 设 (DU, 9p; 和 (, 访 9 分别 为 族 和 人 访 的 坐标 图 ， 
且 f(U0)cV. 映射 了 在 局 部 坐标 系 中 由 干 式 给 定 
yf 0, o"), ff"EO (PU)), oe=1, ,nN 
由 (2.3.3),o 在 局 部 坐标 系 中 可 下 成 
oN- bua DA NY, YET (DU), 


1 


其 中 56.a,&E OV)， 由 映射 六 的 线性 性 及 (1.2.36)，(2.2.14)， 
得 : 


(加 四 = beef 0)) (ray) A Cfray™) 


人 


之 , bu -au (CS Sr 


1 


dwt 入 .人 do 


~ Dba. oa (cam 


了 < <。 2 (zh. “fe ) 
AIL A /ud (2.3.5) 
由 于 映射 是 0* 的 , 故 ba-a(7(a))aet 0 如 了 (zw) 是 Or 的 


CD(o 0 
(rb 一 1), 即 表 示 了 wo 是 履 上 的 0's- 形 式 . 慎 
最 后 ,不 难 证 明 户 :4(VW) 一 4(2) 为 代数 的 同 态 ， 这 里 若 
CE4(NW)，a==co 十 oz 十 … 十 Co， 其 中 oj(0 所 7 所 ww) 为 7 次 微分 形 
式 , 则 定义 
| : fro= froot fot + f*o,. 


3.2 外 微分 

为 简单 起 见 ， 以 下 设 1 为 m 维 Or 流 形 ， A 了) 为 对 上 CO” 
外 微分 形式 空间 ， 今 在 和 (以 ) 上 引入 外 微分 运算 . 

定义 2.3.3 设 映 射 @:4"( 用 ) 王 4" 让 ( 朋 ) 满 足下 述 条 件 : 
IO。 


(i) a 是 R&R- 线性 的 ; 

(ii) 车 fE4eCG)=O=(C)， 则 好 为 了 的 普通 微分 ， 目 
QQ 六 一 0; 

(iii) 车 ooC4(NJ，cE4(MN) 则 

dg(woAN 人 ol) 一 do 和 人 ao 十 (一 To 入 da. (2.3.6) 
再 把 4% 线性 扩张 到 整个 4(MD) 上 ， 则 称 映 射 d: A(M)->A(M) 为 
外 微分 算 子 ， 简 称 为 外 微分 . 

在 证 明 外 微分 算 子 @ 的 存在 和 唯一 性 之 前 ， 我 们 先 来 给 出 外 
微分 的 一 个 性质 ， 

引 理 ”外 微分 6 是 一 个 局 部 算 子 , 即 设 oh， ws€ ACM), 且 丙 
者 在 型 的 开 集 U 上 相等 , 则 di 和 us 限制 在 U 上 也 相等 . 

证 明 由 定义 2.3.3 的 条 件 (i)， 只 需 证 明 ， 若 wlv 一 0， 则 
daojp= 0 对 任 一 点 2E DT， 由 于 流 形 的 局 部 紧 致 性 ， 可 选取 了 点 
的 邻 域 了 , 使 CFCU,， 且 VV 是 紧 致 的 . 由 定理 2.1.1, 在 M 上 
存在 0” 函数 了 ,使 得 在 广 上 f=1, 在 A 以-U 上 jj =0 于 是 在 到 上 
fo% 三 0, 由 定义 2.8.3 的 条 件 (iii), 有 

df Mwtfaw=0, 
因为 wo(p) =0，f(2) ~1， 因 此 (dw)s,=0， 由 于 pg 的 任意 性 ,得 
dw ju 一 0. | 

定理 2.3.3 外 微分 算 子 a 是 存在 且 唯 一 的 . 

证 明 先 证 唯一 性 .根据 4 的 线性 性 及 引 理 ， 只 要 在 局 部 坐 
标 系 中 对 单项 式 进行 证 明 即 可 ， 设 在 坐标 图 (U，gp; w) 中 

四 一 ao 人 和 人 和 人 00， FEO CD) 
且 设 出, ds 是 两 个 外 微分 算 子 ， 因 为 2EO~(D), 故 由 定义 2.8.3 
中 条 件 (iii), 有 d?w'~0。 再 根据 (i 二 ), 可 见 
Ci 一 gf 人 do 入 … 人 do 一 gz， 
由 的 任意 性 , 即 得 必 一 aa2. : 


° Ol + 


再 证 存在 性 ， 先 在 每 个 局 部 邻 域 D 内 进行 考虑 ， 设 


ol 或 
Gaur 人 和 人 do f, Gur E OU), 
吧 ， 
a 叫 或 2.83 
(@®|v) ={ 0 人 dza 人 人 .… 人 dot ( . .7) 


则 定义 2.3.3 中 条 件 ( 世 和 (io) 是 满足 的 . 为 了 证 明定 义 2.3.3 中 
条 件 (i 讶 ) 成 立 , 同样 仅 需 对 两 个 单项 式 加 以 证 明 即 可， 设 
CD 一 CQ A A dor ， 0 一 Dao 人 … 人 dof*， 0 EO™*(DU), 
由 (2. 3.7) 可知 
dwNo) = dab) 人 Go 人. :人 do 人 go 入 人 0 
一 (do 入 gz 和 人: :人 do 中 人 (5 人 “人 do 
十 (一 1)7(edoa 和 入 … 人 和 人 dot ) 和 (00 人 Go 和: .人 gaf) 
=Qw 人 Go 十 (一 1)" mw 和 da 
月 证明 上 述 定义 的 @& 在 整个 M 上 都 有 定义 . 设 (J 四 为 另 
一 人 举 标 图 ，U NW 者 . 由 于 外 微分 算 子 的 局 部 性 及 在 局 部 坐标 
邻 域内 的 唯一 性 ,有 
g(o|o)rnw=g(wlonw) 一 (ownw 
所 以 由 (2.3. 们 式 定义 的 & 在 `'TnN 人 本 上 是 一 致 的 ， 即 @& 是 在 流 形 
4 上 整体 定义 的 . 这 不 证 明了 满足 定义 条 件 的 罩 子 94 的 在 在 性 . | 
一 般 地 , 设 : 
/ 人 一 之 a. wlan 人 ~ :人 az” 


er" 


Ad 
洲 | 


则 有 
dw 一 一 ,之 On ‘er 人 ht 信人 *: “人 Go 
Oo 人 
= > 一 人 可 Go 人 daAN 人 dz 


4 108% 


Ld 


= 一 i 和 
1 er A 1, 让 


之 ， 后 1 之 (sgnc) boy A :Adern. 
(2.8.8) 
定理 2.3.4(Poinoaré 引 理 ) 
d=0, (2.8.9) 
即 对 任意 的 外 微分 形式 wE ACM), d(dw) =0. 
证 明 因为 a 是 灭 - 线 性 的 , 故 只 要 对 四 的 每 一 个 单项 进行 证 
了 明 即 可 .又 根据 避 理 , 外 微分 4 是 局 妾 算 子 ， 故 只 需 在 一 个 坐标 图 
(VU,，gp; 2 ) 中 加 以 讨论 、 因 此 不 妨 设 
w= A Nd, oa€EO~*(D). 
由 (2.3.7) 式 ,有 
dw=—=adg NANAr A A da : 
再 微分 一 次 ,利用 (2.3.6) 及 (gs) 一 0, dg 一 0, 即 得 
ddw)—0.、 
下 面 给 出 Poincaré 引 理 在 古典 加 量 分 析 中 的 应 用 . 
(zs，y，) 为 可 的 入 卡 儿 直 角 举 标 。fE0 (BR*). df 一 gf os da 


芒 @+ 访 Cf me，dl 的 系数 构成 的 向 量 场 是 的 梯度 场 
-0 ,Of 
grad7= 范 计 邵 j++ &. 
设 wEATRS) w= Adr+ Boy+Odaz, 则 
20 2B 


(CC < 入 可) 
dw = (%% dy Nadert 2 ) de Ngo 


+(B2 8 24 的 jz dy, 
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若 向 量 场 号 一 村 十 Bj 二 Ok， 则 do 的 系数 构成 的 向 量 场 是 万 的 
旋 度 场 


url 冬 一 (3 -+ 2 一 3) 了 (2 Tk. 


设 pEA2IRS), p= AdyN\adzst+BazN\dz-tOadrN\dy, 则 


dp=(2E+ 9p 0B ,00 av iN\ dy MN\ os, 


Tray O% 

这 时 ap 的 系数 为 问 量 场 汪 的 散 度 
D4 0B ,20 
div “页 二 到 二 页 


由 Poinoaré 引 理 , a(af ) 一 0， d(dw) 一 0， 可 以 给 出 古典 场 论 鲜 两 
个 基本 公式 | 
curl(grad f)=0, 四 
div(our] 不 ) 一 0. 
定理 2.3.5 设 wE A"M), 则 对 于 隆 上 任意 的 问 量 场 了 2， 
… 了 fb 有 
dao(7:， .…， 了 ,人 
= (DY,(o(Y, sD, 站) | 
+E(~D'Ho([Y, Yj) 了 1 .， 乡 ， ”… ?,, Yr). 
(2.3.10) 
证 明 由 于 上 式 中 两 侧 的 映射 都 是 线性 的 ， 故 只 需 对 单项 加 
以 证 明 即 可 .不 失 一 般 性 , 设 
w=adoi A Ndw, wcEO”“M), 


则 go 一 06 和 do 和 人 … 和 人 dz。 
根据 7 次 外 微分 形式 的 性 质 , 有 
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(iD 一 0 > ,Sgn OF (vt). , 0)) 
Epr 
一 人 (sgn 0) Y (2 ): “Yo (w") 


— 0 det(Y%(%!) )1cn,tcr. 
Geo( 六 1，…， 1 


之 (sgn v) VY xr (@) Y ra) (or ) 了 rr (%") 


Tnr+1) 


?十 1 
= 之 人 《一切 一 了 Cg) {det (Yr(2))1crcrrl}, 
和 一 工 Kwpt 1 «tr 


对 于 (2.3.10) 式 的 右 侧 , 因为 


BF DY oF» 全。…， 了 cea) 
-3 (DY,(a det(Fu(oD)) 


= (1)"{Y (0) det (Ys(o)) +aY(det(Ys(0)))}, 


S10Y, (det(Yy(2))) 
dm1 KK 


?十 二 
® > (—1) Yt 全 Sgn 四 ) Yi(v° m0) 
《一 好 世贸 
CA MEIC 
十 1 . 
“0 (一 切入 3 sgn ){ 2 Yi(w")) 
E221 TEm(r) 1<jict—1 
CMD MC DAC MD HD EC 
十 >2 YY 1 WD) ,VD PL ) 
e+ie jr 
Y Yur0 DD) Yea )))} 
十 1 | 。 下 
-4 之 (DT{ 富 ， dw: NN dv’) (了 了，…， 了 ,了 了， se 
Y i—1} Y i ， Y 1) 
/sp 


之 | (dw 和 信和 人 dz (了 了 ”””》 Y ,1 Ys, 


i 二 +1<jr 
Y,, 了 ””“”》 Yn 
-0 SI (一 起 1 信人.… 和 人 dao7) 


了 <ft<7s<sr 十 工 
(VP;— YY Ys oe, Py, Py, Fr) 
一 一 (一 1 5 了 了， 了 了 1， ” ? 区， “°°, 


1«t-< 7 二 +1 


人 ，，…， 了 1). 
由 以 上 计算 , 即 得 出 公式 (2.3.10)， 国 
推论 对 于 woE4i(M), 对 ,了 YE (CM), 我们 有 
do (X,Y)=T(o(F)) -Yo(X)) -wl([X, YF]). 
(2.3.10) 
设 必 入 分 别 为 m 维 和 nn 维 0* 流 形 . f:M->N 是 0* 映 
射 。 对 于 诱导 映射 :4(N) 一 4(Y), 由 定理 1.2.12, 扬 与 外 积 
入 是 可 交换 的 , 下面 我 们 可 以 证 明 户 和 外 微分 4 也 是 可 交换 的 . 
定理 2.8.6 设 /:M>N 是 微分 流 形 间 的 可 微 映射 ， 则 诱导 
映射 六 和 外 微分 & 是 可 交换 的 ， 即 对 于 任意 的 oE4(N)， 有 
f"*odw@ 一 dxof*w, 简单 地 表 成 : 
frod=dof’, (2.3.11) 
即 有 下 述 交换 图 表 


CN) 三 A(M) 
下 


4(N) 一 二 4(M) 


证 明 由 于 f* 和 4 都 是 线性 映射 ， 故 只 需 对 单项 式 @ 进行 论 
证 。 先 设 woE 4o(W), 对 为 了 上 的 向 量 场 , 则 
frodso (XR) = dso( fF) = (fF)o= (of) 
= 了 (fw) =duof"w(¥). 
。 106 。 


帮 有 frod ww 一 duyof*0w. 
骨 设 ww 一 hdg,，h，gE€ 0O”(N), 则 由 上 式 及 定理 1.2.12， 有 
f'odnw=f "(dhN\dg)=f "dysh Af’dng—= dxf’hN\f'dng 
dy((f hf"odwg) = duof "(hdxg)= duof0. 
现 使 用 归纳 法 . 假定 对 于 次 数 小 于 7 的 微分 形式 ，(2.3 .11) 
式 均 成 立 ， 设 @ 为 + 次 单项 微分 形式 ， 不 妨 设 wi 八 ws， 其 中 
oo 为 次 微分 形式 , cos 为 7 一 1 次 微分 形式 ， 由 归纳 假设 
fodxyw= "(dv N wo) O— (wiN dns) 
一 Caz pcot 人 人 广 oa 一 六 ol 人 dzr 太 oz 
=dy(f Nf ws) = duff. 
定理 得 证 .是 
定义 3.8.4 设 歼 为 mm 维 流 形 . 对 于 wE4(3)， 车 do= 
0, 则 称 吧 是 闭 的 . 若 存 在 一 个 cE 4 一 04) 使 得 ==do， 风 称心 
是 怡 当 的 . 
出 定理 2.3.3 可 知 ， 恰当 形式 ww 一 0QC 必 为 闭 形式 . 我 们 日 然 
要 问 ,一 个 闭 形式 是 否 必 为 恰当 形式 ? 园 答 是 否定 的 ， 例 如, 定义 
在 以 一 R 一 {0} 上 的 二 形式 


一 9 1 
CD 一 Dy 0 十 pr 
容易 验证 go 一 0 但 它 在 以 上 不 是 恰当 的 . i 
设 wE 4'(M). 如 果 对 于 任何 ZE 对 , 仔 在 包含 2 的 开 集 Vw 
使 得 


Oy. 


ol 一 go， oE€EAT1(U,), 
则 称 o 为 局 部 恰当 的 ， 我 们 有 
定理 2.3.7 wo 是 闭 形 式 的 充分 必要 条 件 是 中 是 局 部 恰当 
的 . 
以 上 的 定理 证 明 是 基于 下 述 的 一 个 引 理 ， 
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Poinearé 引 理 如果 村 己 R" 是 包含 O 点 的 旺 形 状 开 集 〈 即 
对 于 任何 sE M, 从 O 到 站 的 直线 段 包含 在 M 中 ), 则 在 M 上 的 
每 一 个 六 形式 是 恰当 的 . 

证 明 ”定义 映射 :ArCU)> dr-10M)， ww 如下， 

设 A 


1 


jo Be Be (fe stn) 
AT No 人 人 aaoe 
由 于 M 是 星 形状 开 集 , 故 上 述 定义 有 意义 . 对 于 这 个 映射 ,有 性 质 


QTr(O)) 十 TtCda) = 6. 
事实 上 


dL)= 部 r({ -tw tio) dt )asr Ne Nga 


Is 所 


3 DH- 


人 全 
(| Con- Bn) ) 
。 ra .人 CO 人 和 人 人 Do 
而 ao- 习 。 3 ou (o) dow! N doh Ne dt. 
因此 
Trra(do)~ 避 5 | tr cna) 
“| var A .入 do 一 3 (— D-day 
和 gap 人 和 人 … 信 225 入 … 和 人 doc] . 


nt 


于 是 
oTw)) + Lri( dy) 
Gr 
“dor A A dos 
。 J0O8 » 


We 


2 污 0 ot 他 和 (tz) 4))de/ A “人 do 
> CAA 一， 


由 以 .上 等 式 , 当 o 为 闭 形 式 , 即 aw 一 0 时 ,有 
w=— d(T,(0)), 

即 w 为 恰当 形式 、 量 

将 4"( 了 L) 看 作 加 群 , 8 一 :4'(M)->4rt1( 了 H) 定 义 了 一 个 同 
态 ， 记 

Z'(M, BR)={wE A'(M)|Idw=0}=&, 的 核 
Br(CM, R)= {woE A'(M) lwo=d0, o€ A M)} 
二 0d,_1 的 象 . 
Zr(M， 民 ) 和 B'(M，R) 分 别 为 + 次 闭 微 分 形式 和 7 次 恰当 微分 
形式 所 构成 的 群 、 因 为 0, 故 
B'(M, ECZ(M, E). 
商 群 H'(M, R)=Z'(M, R)/B'(M, R) 
称 为 流 形 ML 上 的 第 了 个 de Rham 上 同调 群 。 玉 "(MM，R) 中 的 元 
索 称 为 7 次 上 同调 类 . 显然 
| [ol = [Lo 全 oai 王 os 二 da， ocEA i M). 

下 面 , 我们 不 加 证 明 地 叙述 流 形 理论 中 一 个 重要 的 定理 . 

De Rham 定理 设 及 是 紧 致 定向 的 0” 流 形 ; 则 的 第 ” 
个 de Rham 上 同调 群 H'(M, R) 与 M 的 第 7 个 拓扑 上 同调 群 
H"(M) 是 问 构 的 ， 即 : 

HM, RSH'(M). 

上 上 式 的 左边 由 了 的 微分 结构 记 决 定 ， 而 右边 则 出 1 的 拓扑 
所 决定 ， 所 以 de Rham 定理 建立 了 流 形 的 几何 性 质 与 拓扑 性 . 质 
之 间 的 联系 。 由 上 述 定理 还 可 看 出 , 由 同一 个 拓扑 流 形 ML 的 两 个 
不 同 微 分 结构 所 决定 的 de Rham 上 同调 群 是 同 构 的 . 这 方面 的 
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理论 在 第 三 党 $4 中 还 要 作 进 一 步 的 讨论 . 
现在 我 们 来 给 出 Frobenius 定理 的 另 一 种 痰 述 . 设 1,…， 
信 ; 是 分 布 多 ' 在 U 上 的 一 组 局 部 基 疝 景 场 . 补充 il, …， 子 m 
使 之 构成 U 上 的 标 架 场 . 设 1 次 微分 形式 9 ,…,p” 是 与 年 1 
这 mm 对 侦 的 、 因 此 ,多 ! 限 制 在 U0 上 可 定义 成 
Di(n)={XET Mp PRT)=0, t+l<t<m}, wnEU, 
也 即 gr 站，…，g" 在 多 |v 上 均 消失 ， 所 以 在 U 上 分 布 乡 ! 等 价 
于 次 微分 形式 方程 组 
pi—0, 1tl<i<m, (2.8.12) 
它 也 称 为 上 fa 方程 组 . 
因为 1,…， 六 为 标 架 场 , 议 
[x 天 =MR, les, j, he<m, 
因此 , 分布 多! 为 对 合 的 充 要 条 件 是 
Mo=0, i<a, ol, ttl<i<m. 
因为 ，…， 2 与 耻 1, …，, 芳 "是 对 侦 的 ， 放 根 据 定 理 2 3.5 的 
dp" (Xs, X) = ~—p"([X,, ZX])- — My 
1l<s, j<m, t+l<t<m. 


另 一 方面 ,可 设 
dp: = .019 Np On=—Oy, lesi, je<m, 1+1<t<m, 
从 而 dp'(X,, Xi) —08, 


故 得 Ot = 一 和 yy. 于 是 ， Y 是 对 全 的, : 当 且 仅 汉 
op 罗 信 oo 六 于 ooqAm 
也 有 即  …- ap:=0 mod (pH vv，0 和 52) (2.3.13) 


若 存 在 局 部 坐标 系 {z 使 得 子 流 形 
{EU Is =00nst., (Ti<t<m} 


了 TO 。 


适合 Pfa 企 方程 组 9p: 一 0(4+t<t<m)， 网 称 它 是 完全 可 有 的 此 
时 分 布 9! 局 部 地 恰好 是 由 Br， …，- 训 - 张 成 的 ， 且 其 着 亦 真 
这 样 ,8 2.4 中 的 Frobenius 定理 可 和 叙 成 

定理 2.3.7 Pfaf 方 程 组 wa 一 0Ca 一 1,…, 7) 完全 可 积 的 充 
要 条 件 是 : da 一 0(a 一 1，…, 7) 是 Pfa 生 方程 组 的 代数 推论 . 


3.3 ”多 有 曼 度量 

定义 2.3.5 设 必 为 m 维 0* 流 形 ， 如 果 在 及 上 存在 一 个 
(0, 2) 阶 对 称 正定 的 0* 张 量 场 g, 使 得 对 于 任意 点 PE M， 切 空间 
T,(M) 可 看 作 具 有 度量 gs 的 欧 氏 向 景 空 间 ， 则 ( 双 ，g) 称 为 m 维 
Or" 黎 曼 流 形 .9 称 为 黎 曼 流 形 M 的 黎 曼 度量 或 基本 张 量 ， 

设 (M, g) 为 黎 曼 流 形 ， 对 于 任意 的 及 ,了 ER( 族 ), 令 

gCX, FP)(P) = gCTy, Fp), 

则 有 g( 且 , 了 )=g(Y, 了 ) 及 g( 邓 , 下 ) 之 0， 且 等 号 成 立 当 且 仅 当 
瑟 一 0. 使 用 坐标 图 (UD, 9; 9)， 风 后 部 地 有 : 


9 = 0 (gw) dm Dd, Qi = 1 (a7 5 } Opi 67), y= gn. 
(2.3.14) 
在 举 标 变换 好 一 oO) 下 ， 


gj 一 Yk! ~ 一 Ow Oo_ pu 一 -er -7) (2.3.15) 


Dzi Drf 
特别 ,如 果 ei,…, em 是 了 上 局 部 正 交规 范 标 架 场 , 妈 
和 ‘g (ei, 6 一 0 (2.3.16) 
: 9 一 也 wi z / 8 en 


这 里 om oo 是 el …，en 的 对 偶 场 . 
显然 ， BB 中 的 曲面 S: (vw DP Cw(w 2) y(W, 9), sw, 四 ) 
» ili、 


ER 关于 其 诱导 度量 d= 加 dw 十 28 Gudv 十 Gadv 是 一 个 2 维 黎 
曲 流 形 (S, g)， 这 里 g= Edve9du 2FdvWav+Qave9dv. 

下 面 我 们 来 证 明 黎 曼 度 量 的 整体 存在 性 . 

定理 .3.8 在 OF# 流 形 M 上 ,可 整体 地 定义 Or 黎 曼 度量 ， 

证 明 设 {Us, pa; Vo} 为 MM 的 正则 覆盖 ，{Jf。} 是 附属 于 它 
的 O07 单位 分 解 于 是 pa:U。—> Bg8(0) 为 微分 同 胚 . 设 8 是 R* 上 
通常 的 欧 氏 度量 ， 则 gc= 9ag 是 U。 上 的 一 个 0* 二 阶 对 称 正定 共 
变 张 量 场 , 从 而 是 Us。 上 的 一 个 0* 黎 曼 度量 .这样 ，jagu 是 在 了 < 
上 的 一 个 黎 曼 度量 , 且 在 pz1(B3(0)) 外 消失 .因此 可 将 它 拓 广 成 
在 整个 到 上 的 Q 二 阶 对 称 共 变 张 量 场 . 它 在 pa! (BE(0)) 外 为 
零 张 量 ， 但 在 Vs。 上 是 正定 的 . 因为 同类 型 对 称 张 量 声 的 和 仍然 
是 对 称 的 ,又 因 


gp(X yp, Fy) = Da falp)gal Xs, 了 ,), 
PE NM, X,, Y ,ET,M), 


右 侧 和 式 中 的 每 一 项 fa9s 已 在 整个 M 上 有 意义 ， 且 在 pEM 的 
一 个 邻 域 里 除去 有 限 项 外 均 为 零 , 故 上 式 定 义 的 g- 避 fogs 是 了 


上 二 阶 对 称 共 变 张 量 场 . 现 来 证 明 9 也 是 正定 的 ， 因 为 jc 之 0 
(a 二 1，2, …) 且 每 一 点 PE 导 至 少 包含 在 一 个 六 s 中 ,使 得 fs(p) > 
0; 大 由 0=gy( 广 y， = fap IXy, 总), 必 有 ge(Sw 人 5) 
-0 即 

0 一 909( 开 2 及 9) 一 一 9 (pe: 交 p; Po*E yp). 
由 于 g 是 正定 的 , 故 pe 和 = 0 因为 pe:Ue 一 了 Bg 0) 为 饿 分 同 胜 ， 
故 芋 ,一 0. 痢 
”在 多 曼 流 形 ( 必 , g) 上 ,对 了 的 各 点 jp 切 空间 Ca) 是 欧 民 
向 量 空间 ， 故 可 考 虚 向 量 的 长 度 及 两 向 量 之 间 的 夹 角 等 几何 量 ， 
设 有 陡 , 了 为 履 上 同 量 场 , 则 


“er 


《X, TICP)=g(F, YT)(P) = gp Fy, Yo) (2.3.18) 
称 为 癌 量 场 区 和 了 的 内 积 . 
上 oo 一 《< 全， 了 > (2.3.19) 
称 为 巾 量 场 X 的 长 度 . 而 了 和 了 之 闻 的 夹 角 0 由 下 式 给 定 
cos0=<X, 了 >/ NZLNYI, oO<0<w. (2.3.20) 
设 0:[c. 0 一 Mt 四 >OG 为 开 上 CO 曲线 , 则 积分 


Lo=| 161at=| tgew (OD), GD)IYa 


0- 呈 -0 二 (2.3.21) 


与 参数 的 选取 无 关 , 它 称 为 曲线 0 的 缠 长 。 
使 用 局 部 坐标 , 且 局 限 在 一 个 坐标 图 (DU, 9p; w) 内 时 ,有 


ao | 
Bz™ 


pO = (0B), oe, oF) ), a<tieb, 


g= gydwi9dvi， 及 一 ! Tr y=Y:. 0 


于 是 有 
CX, Y=gyX7, (2.8.18") 
cosg 一 gu 和/ (gu) (gu YY (2.3.207) 
s( 人 = | (ge 2) lb 0<t<Lo, (2.3.21) 
这 使 得 我 们 常 把 黎 曼 度量 局 部 地 写成 
de — gydw dw! 一 gu0o dy 的 (2.3.22) 
后 者 是 为 了 强调 其 张 景 性质- 


现 设 M 是 连通 的 , 则 可 推 得 它 是 弧 连通 的 .事实 上 , 对 任何 
PE M， 以 8， 表示 M 上 与 2 点 道路 相连 的 所 有 点 的 集合 ,因为 
M 是 局 部 欧 氏 的 , 故 8* 为 开 集 .如 果 存 在 另 一 个 点 gE M, 它 不 能 
与 p 道路 相连 ， 那 末 就 有 两 个 不 相交 的 开 集 5S,,，S4， 最 终 使 得 耻 
可 表 成 两 个 不 相交 的 开 集 的 并 。 而 这 是 不 可 能 的 。 进 而 ,MM 的 任 


。 .JI 。 


意 两 个 点 p 和 9g 可 成 为 一 条 分 段 可 徽 的 曲线 的 两 个 端点 ， 这 是 因 
为 和 9g 间 的 一 条 连续 曲线 被 有 限 个 坐标 图 所 覆盖 ， 而 在 每 一 个 
坐标 图 内 , 连接 两 个 点 的 连续 曲线 可 用 可 和 被 曲线 来 代替 . 

以 乡 表示 以 上 所 有 连接 p, 9 的 分 段 可 微 曲 线 的 集合 。 相仿 
地 ， 可 用 (2.3.21') 计算 这 种 乾 线 的 长 度 . 用 下 式 来 定义 天 上 
2, 9 两 点 间 的 距离 . 


ap 9) =inf{Lo}. (2.3.23) 
定理 2.3.9 oOr* 黎 曼 流 形 (M, g) 上 由 距离 6 确定 的 度量 拓 
扑 与 M 作为 流 形 的 拓扑 是 等 价 的 . : 


证 明言 先 证 明 g&% 是 一 个 度量 , 使 得 流 形 以 为 度量 空间 .， 由 
4 的 定义 (2.3.23), 即 知 它 是 对 称 的 , 非 负 的 .因为 2 到 和 到 
9 两 条 曲线 相连 得 到 了 到 9 的 一 条 曲线 ， 而 后 者 的 长 度 为 前 二 条 
的 长 度 之 和 ， 改 &p，9)<0(Pp，7) 十 0(7rY，g). 最 后 还 得 证 明 如 
果 d(p, 9) 一 0 则 2 一 0. 

设 pE 以 , 取 包 含 2 的 坐标 图 (DU,，g; c)， 使 得 PCD) 一 (0，…， 
0)， 且 对 固定 的 一 个 so，B6,(0) Cp(D). 这 里 B。 必 0) 是 "中 以 
原点 为 中 心 Go 为 半径 的 开 球 的 闭 包 . 度量 张 量 9 的 分 量 gs(%) = 
(2 _，_2 )(@) 均 为 0n 函数 ， 且 (gi) 对 gp( 思 中 每 一 点 是 对 
称 的 正定 矩阵 ， 记 D,- {2€E R"||zj<r(<a0)},， 8"-1= {a= 
(oo ER" [Ce) ?= 二 , 则 函数 Dx 5"-:>R. 

(wo P> (gu (aie) 
在 紧 致 集 D. XS” 上 有 最 大 值 M， 和 最 小 值 m. 再 以 政和 从 
表示 对 应 于 + 一 ao 时 的 最 大 和 最 小 值 ， 则 

0<mEm 人 ev om <M<M, ED,. 
据 此 ,对 任意 的 6= (Br,…， B")E ER", 有 
.114 。 


0<mlB|l<mIBl< (go) PBB) < MNBl< MIB, 
181=- 忆 (680 2 


设 0: [0， 如 -> p-:( 囊 (0))(CD) 为 分 段 可 微 曲 线 ，2 一 
OC0), g~0C5)， 它 的 长 度 为 =| (gsC2C8))e(D) (0D) 
注意 到 jp(g)1 是 R”" 中 连接 gp《p) 一 (0，…，0) 和 gp(g) 扣 的 线 跋 
的 长 度 ,而 |。( 好 (2 vai 是 BR" 中 连接 这 两 点 的 曲线 9oO(5) 
<i 的 长 度 ， 故 由 上 述 不 等 式 即 得 
leCOT<orlpGOls<or BEEN tc 


< SY mu Ba. .3.24) 


现 来 证 明 命 题 ， 若 4(p, gq) 一 0， 则 p=g。 即 证 明 若 px*g， 则 
Gd(p, 9) 下 0. 设 g 是 族 上 异 于 p 的 任 一 所， 不 妨 设 它 即 为 所 述 曲 
线 O 的 端点 , 即 0(5)=g. 对 于 9， 存在 某 个 ro(<ao)， 使 得 9E 

A ,(0)). 再 设 g= =O(0) 是 曲 线 O( 从 Pp 点 起 始 ) 与 闭 包 

p30B.00)) 的 边界 的 第 一 个 交点 ， 即 G([0，2))Gea(Bru(O7)， 
gO Ep ,(9))， 故 和 是 曲线 G 上 使 12(c 一 ro 的 第 一 个 
点 ,以 卫 表示 其 线段 OG)(0<#<5) 的 长 度 , 则 由 42.3.2 和 4ross 
I<L， 据 此 ， 即 知 4(p, 9) mre>0， 即 若 Y 类 p， 则 有 dp，9) 
*0， 

”为 了 证 明 由 4 给 定 的 度量 拓扑 与 履 上 的 流 形 拓扑 基 等 价 的 ， 
只 和 需 证 明 % 点 的 每 个 邻 域 了 .p(B,(0)) 包 含 度量 拓扑 下 的 一 
个 8- 球 : S,(p) 一 {gE Milad(p, gq)<8}, 且 反 之 亦 然 ， 设 ro 和 co, 选 
取 se 使 得 so/m 和 ro ， 则 有 尺 ,(p) CV 因为 车 gEVr， 则 据 以 
上 所 述 必 有 Gd(p, 9) 之 mro>so. 故 gE8， ,(p). 反之 ， 对 于 度量 拓 


扑 下 的 so 球 令 域 S56,(p), 选取 ro<min(@o, 人 对 任 一 尽 g€ 
es 118， 


Vp), p(g) 一 (81L ””“”? Bm) . 令 O: [0， 11->y,, 是 由 np 到 g 的 一 
条 曲线 , 它 的 局 部 坐标 表示 为 好 = 8 一 了 Mm), 0<t<1。， 训 
其 长 度 


DL= | (gs(B*t) BB) Yd 
MZB) NEMro< eo. 


从 而 有 dp, 分 <so 即 ERSe( 力 ) 故 了 CSe(2， 量 

如 果 在 定义 2.3.5 中 的 .9 虽然 不 是 正定 的 ， 但 是 对 称 、 非 退 化 
的 ， 即 gg 一 gr 上 且 det (gw) »0, 则 ( 碎 ， 9) 称 为 广义 黎 曼 流 形 (或 多 
黎 曼 流 形 ). 这 类 流 形 的 一 个 例子 是 Minkowski 2 空间 Lm, 它 具有 
Lorents 度量 


mr- Co 和- do) do"). 


习 ” 题 


1. Mr=l, :=2 为 例 , 证明 定理 2 3.1. .| 
2. 设 站 为 C2 流 形 六 上 的 * 阶 共 变 张 量 场 证 明 ， Cr Cr- » 
的 充 要 条 件 是 对 于 任意 0*“+ 疝 量 场 ZX 由 CXi x) ECM). 
3. 投了 :了 -> 驴 为 0: 流 形 阅 的 O04 映射 直 ， 和 分别 为 N 上 人 阶 ;加 阶 
Cr(rek~1) 共 变 张 量 场 。 证明， 并 (jya) 为 下 上 etw 阶 0 闪 变 张 量 
场 , 且 
Pei fe 
4. 设 相 为 0* 流 形 , 2"M) 为 上 0O"(r<% 一 -向量 场 组 成 的 向 是 空 
间 . 若 喘 射 : : | 
DX XML) 
是 ; 重 线性 的 ， 则 称 g 为 (0， DD 型 Or 场 张 量 ， 证 明 ; M 上 的 (0， DD 型 0' 张 有 
场 是 (0， D 型 Or 场 张 量 ; 反之 ， 克 上 的 (0， 六 型 0" 场 张 量 亦 是 (0, 六 型 张 量 


5 设 邮 …， 为 0x 流 形 1 上 CrGr<8~ 汪 的 开 次 形式 , 证明 


A A Gv! A A 
6. 证 明 : (1) 4(M) 中 的 闭 形式 的 集合 是 RR 上 子 代数 ， 且 恰 当 形 式 的 
全 体 为 其 理想 . 
(2) 设 f: 了 用 > 为 0” 映射 , 则 F* 将 闭 形式 映 为 闭 形 式 ,恰当 形式 映 为 
恰当 形式 ， 
7. 设 久 E2(M), 用 下 式 定义 红 : 47(M) 玉 4AM), p>z9: 
trp KX1, , Kot) pK, Ki, ne, Re, Ki ,KERMD, 
证 明 : 映射 Lx 二 ixod+doiz:4"( 肛 ) 一 4"(M) 是 + 重 线性 的 , 且 具 有 下 述 性 质 
1° Lz(A ME 4M). 
2° Lrod=doLz, 
3° 若 pE47(M), weEA3M)， 则 Lxl9 人 贡 王 (Lx9) A 人 消 +9 和 Zz 
8. 证 明 ; 在 4《4M) 上 至多 存在 一 个 + 重 线性 算 子 Lx， 它 具有 上 题 的 性 
质 1"，3"。 以 及 以 下 性 质 : 车 fEO™CM), 则 Lrf=Xf.。 且 Lr(87) 守 
a(Xf). 
9. 在 0~ 流 形 GL(n, R) 上 ,， 以 (有 a )= (T+) 表示 各 反切 空间 的 基 
向 量 , 即 若 入 wsEZo(G (mn, R)), 则 有 四 
,= ,之 ， gp) 
定义 二 阶 共 变 张 量 场 $9 如下: 
$lX, Y)=tracel A.1B), = > bs 369? 


其 中 4= (aw), B= (bw) ，“” 表 示 矩 阵 乘法 证 明 风 是 GL(%， 玉 ) 上 黎 受 度 
量 . 
10. 设 Bs 具有 通常 的 欧 氏 内 积 (区 Ty-(X: -2 z 训 )- 福 Xi 了 

| ” OV” Ow j=1 MM 

Mc Ri 为 0* 曲面 :了 >R 为 包含 映射 ，VYpEM, 和 了 op€ToAM)， 定 
Gp (Xp, 了 上 3) 一 (> 入， IT.Y,). 

验证 9 是 履 上 黎 曼 度量 , 它 称 为 由 ( ， 诱导 的 黎民 度量 , 此 即 B3 中 曲面 
的 度量 . 四 
41. 讽 v(t), 0<t<1, 是 Rn 中 由 原 点 到 Cat， 本 a") 的 曲 线 . 且 候 


* LH: 


z( 办 一 入 (Nu 人 ,和 (人 >0G>0)，0 人 为 单位 向 量 .证 明 : 有 x’ (13= CAO)?+ 
(XO)?o'C1?， 且 利用 此 结论 证 明 . 上 述 曲 线 的 长 度 不 小 于 lzC1) 一 “0)1. 

12. 证 明 : 在 0* 歼 受 流 形 的 任 一 点 Pp， 必 存在 一 个 邻 域 0p， 其 上 具有 
C0” 正 交 规范 标 架 场 ， 


$4 流 形 上 的 积分 Btokes 定 理 

.1 流 形 的 定向 

设 了 是 m 维 向 量 空间 , {er|1<i<m} 和 {fi|1<i<m} 为 的 
两 组 基 疝 量 , 且 设 
fi=aies, le<é, jm. (2.4.1) 
如 果 
det (of) >>0， (2.4.2) 
于 这 机 相关 出 本 只 有 相同 的 定向 、 记 成 i 
/ Cl ***， em} ~ {fy “2 fm}. 


明显 地 ， 人 rr 的 各 组 基 向 是 愉 有 二 个 等 价 类 。 
例如 ,对 于 RR 有 下 图 


f3 “3 
fr 
462 
| fs 
| 反 商 
图 ? 


定义 2.4.1 一 个 定向 向 量 空间 是 一 个 向 晤 空间 连同 基 向 量 
组 的 一 个 等 价 类 . 


' 了 8 9 


为 了 便于 推广 ， 我 们 改 用 另外 的 表述 ， 设 玉 为 六 的 对 侦 空 
间 , 因为 dim 入"*(V*) =1, 可 设 人 为 人 "(V7*) 的 基 ， 由 (2.4.1) 有 
(Fs, 0, fm) = det (og!) 0Q(e1, ».…, em). (2.4.3) 
因此 ,对 于 一 个 非 零 的 QE 入"”(79, 它 作用 在 六 的 两 组 基 向 量 上 
具有 相同 符号 的 充 要 条 件 是 这 两 组 基 向 量具 有 相同 的 方向 ， 这 
样 ， 选 定 一 个 Q( 头 0) E 人 "(V*) 就 决定 了 向 量 空间 六 的 一 个 定 
向 。 此 外 易 见 ,两 个 m 次 形式 Qi 和 0s 决定 相同 的 定向 , 当 且 仪 当 
Qi 和 Qa, 和 A>0, 且 0Q, 关 0(i=1,，2). 这 样 ,我 们 给 出 下 列 定义 . 

定义 2.&.2 设 覆 为 m 维 0* 流 形 ， 如果 存 在 M 上 一 个 处 
处 不 为 零 的 连续 的 m 次 外 微分 形式 w， 则 称 1 是 可 定向 的 、 设 
ox 和 os 是 各 自给 出 用 的 定向 的 两 个 外 微分 形式 , 从 而 os 一 or 
fECA(M).， 车 f>>0， 则 称 oo 和 os 是 等 价 的 ，M 的 一 个 定向 即 
是 选 定 用 的 m 次 外 微分 形式 的 一 个 等 价 类 . 

如 果 M 是 连通 的 , oa 和 os 是 给 出 玉 的 定向 的 二 个 交 次 外 
微分 形式 ， 则 os= Fo 且 f 在 四 上 保持 同一 个 符号 . 所 以 连通 
的 0* 流 形 用 恰 有 两 个 不 同 的 定向 . 

设 (U。, go)、(Us, pp) 是 用 的 两 个 举 标 图 ， DJ NU#G. 则 
Pa pa : pelUa 0s)>R" 是 OF 映射 ， 对 任 一 点 pEU。 NUs, 记 
Das(p)—=det(D(gaogs))ww. (2.4. 4 

定理 2.4.1 0* 流 形 M 是 可 定向 的 ， 当 上 且 仅 当 存在 坐标 图 
其 {(De,ga)}, 它们 覆盖 用 并且 对 于 任意 的 pEU。n Ue, Das(p) 
>0. i 

证 明 可 以 认为 ML 是 连通 的 ， 否 则 可 对 了 L 的 每 个 连通 分 支 
来 证 明 ， 现 设 @ 为 了 L 上 处 处 不 为 零 的 连续 的 m 次 外 微分 形式 , 且 
设 坐 标 图 册 {(0。, po; z)} 覆 盖 必 ， 置 : 

a = dwt 人 dr, 
于 是 , 可 以 认为 
。 79 。 


oilr 一 ro， fa>0, feEOAU). (2.4.5) 
因为 当 fo<0 时 ,我 们 可 用 (一 zz za …， 人 好) 来 代替 (oz ,m2)， 
即 改 变 其 中 某 一 个 坐标 的 符号 ， 这 :就 使 wa 改变 符号 ， 从 面 使 
ja>0. 此 外 ,仿照 (1.2.3D) 式 ,在 Us Us 上， 


oo 一 dot 人 op 一 了 Decop。 (2.4.6) 
Ce wg. 于 是 在 UeNDUs 上 
2 
反之 , 设 举 标 图 斯 {(U2， pa 民 )} 杠 盖 M， 并且 在 UoNUs 上 
De>0， 置 wadwa 八 … 和 人 dwx， 且 设 {fo} 为 从 属于 {Uo} 的 O07 单 


位 分 解 。 用 下 式 定 义 族 上 xm 次 外 微分 形式 
oa 一 之 jcon. 


因为 对 任 一 点 PE MM， 集合 S= oipE supp fe} 为 非 空 有 限 集 .于 
wp)— 2 fa(P)Val PD) 一 (Bf Den (PD)) Wa (PD), 


其 中 ooERB 是 固定 的 。 因 为 fs>0. 怠 js(p) -1， Dao,(p)>>0. 


故 知 Cp) 天 0， 即 @ 为 了 上 连续 的 且 处 处 不 为 零 的 m 次 外 微分 
形式 ， 从 而 到 是 可 定 丫 的 . 办 
” 设 (MU, 9g) 是 m 维 定向 黎 曼 流 形 ，{(Us,， pa: vt)} 是 与 定向 
相符 的 坐标 图 册 ， 在 局 部 坐标 系 tw， … 0 中 ， 

gg aocoadzto (a 不 作 和 ), z 


gP =g( 5 i 一) 


Do 《oo Daot 


Ia 一 W Ga drvly A Ndoty, Goadet(g?). (2.4.7) 


有 pl ， 
cot 人，… A da — det( ps oe) dat A»- 人 dw 坟 ， 


O (v8, ***, Va) 
9 多 一 9 入 -2 一 了 加 一 (8B 不 作 和 ). 
容易 证 明 , 在 Ua 由 Us 上 7 一 m8， 因此, (2.4.7) 给 出 了 天 的 一 个 
定向 , 它 称 为 (M,， 9) 的 体积 元 ， 特 别 ,如 果 选 取 D。 上 的 一 个 正 交 
规范 标 架 场 e1，…，em, 于 是 gy 一 9《e@，e;) 一 64 此 时 体积 元 
5 一 0 人 .入 am (2.4.7’) 
这 里 {@(1<i<m) 是 {a} (1<i<m) 的 对 侦 标 染 场 . 


4.2 带 边 界 流 形 
先 引 入 记号 
一 {(zt om) € R"|2">0), 
oR? = {0, ,or) €E R"|o" =0}=R"tx {0}. 

定义 2.4.3 . 设 在 pr" 的 诱导 拓扑 下 ,U0 是 "RB? 的 开 集 , 则 称 
tnt U=UN {2€E Re > 9) 为 U 的 内 部 ， 65 =U NOR 为 还 的 
边界 . 四 
定义 2. 4 设 呆 和 都 是 到 的 开 集 ， fl Uy 如果 对 
每 点 pEDU 都 有 wp 入 人 在 环 "” 中 的 开 邻 域 wa 和 了 2 以 及 当 
信 (大足 射 户 :Ur> 使 得 :| 加 
jj]rnr: 一 户 |rnr 
则 称 了 了;U->V 为 O* 映射 ,县 定义 

Df(p)=Df(Pp), PED. 

上 述 定义 与 丹 的 选取 是 无 关 的 , 即 可 以 证 明 , 如 果 矶 为 玉 " 
的 开 集 ,?:WV 一 BR" 为 0* 映 射 使 得 pW NR:~0, 则 对 所 下 的 %€ 
WNER”,， Dop(wm) 一 0、 事实 上 , 当 wzElnt(W 人 N 们 R44) 时 ,这 个 结论 是 
明显 的 。 着 nwE90(WV NR?)， 选 取 序 列 {vz,}CInt(W 人 人 +) 使 竹 
wa->w, 说 有 0 一 Dp(w,) 一 Dp (zw)， 


° 121°。 


引 理 1 设 品 为 KR3 的 开 集 ,2:U 一 > 尼 ? 为 O*(k 之 1) 映 射 . 车 
moE Dt U 使 得 9(wo) E90R*, 则 Dg(wo) (R™) CoOR", 即 VE BR™, 
Do(vo) wv EAOR™. 

证 明 由 于 9 为 O*(%>1) 映 射 , 故 

Pvottim) 一 0 (oo) + Dg co) 加 十 of 如 )， 


和 个 


人 
== (0, 0 0). 
t= 0 


设 w ”一 展 为 (,…,w")F>w"、 因 对 任意 的 yED, 有 nw"og(9y) 
>0, Hw"ogp (wo) = 0, 中 
0O<w"og (wot tm) ~ nno Dp(eo)iw tame (0(in)). 
据 此 , 当 1>0 时 ， : 
0<w"o Dp (eo) ot wm"( 2 oim) ) 二 mnoDyg (20) 0. 
相 念 ， 当 4<0 时 可 证 得 0>ww DP. 于 是 对 所 有 的 w€hR" 
有 w”*oDg(re)w%==0, 好， 
Do(wo) (KE") CR" x {0} ~2R". > 

“利用 定义 2.4 4 仿照 第 一 阐 8 于 所 作 ， 可 定义 Br 中 本 个 开 条 
的 微分 同 胚 ,对 此 在 

引 理 3 设 U 和 六 都 是 BE” 的 开 集 , f:U_>V 是 O*(h>>1) 微 
分 同 胚 , 则 z 


0 (tm) 
; 


f|intwv=Int f:Int U—>Int Vy, 
flyw=0f:8U0->0V 

都 是 0* 微分 同 胚 . : 

证明 ” 先 假定 90 = 名 ， 我 们 来 证 明 87 一 名 , 居 而 Intf= 了 . 
用 反 证 法 , 车 67 名 ， 则 在 在 w*E 如 使 得 f(w*)E9V， 由 于 
f:DU->V 为 0* 微分 同 胚 , 据 定义 2.4.4 存在 少 在 R" 中 的 开 邻 
域 UiCCD) 和 Jf(w”) 在 BR" 中 的 开 邻 域 Ti， 以 及 两 个 0 映射 
* J22 。 


fi1:Us>Vi 和 gi1:V1>Uy 使 得 
fi=f |o,, gilvyav,=f | yny,. 
取 {yw}CVNV, 使 得 yf (2) 则 f(y,) = 二 2,E Uz oo 一 且 
让 
Df (lw) Dgi( fo")) = lim, Dj (gs (yn»)) ° Dgi(y») 


一 im yoj (yw) 一 了 Row 


这 时 Th 表示 恒 同 映射 类 似 站 可 证 Dgi(f(w°))oDf(w") = 
. .因此 (Df(w")) 存 在， 并且 等 于 Dgs(f(w*))， 攻 :Df(w');， 

Pr Rs 为 同 构 . 人 而 这 与 引 理 1 的 论断 Df/(w")(R")c98R: 不 
符 . 

同样 ， 假 定 9 太一 好 .如果 90 #9 则 以 -+ 代 款 开 与 以 上 
相同 的 讨论 也 导致 也 夺 ， 故 60=， 现 设 wEIntU， 则 有 w 在 
R" 中 的 一 个 开 邻 域 本 使 得 UiCU， 生 UiN9D= 多 ， 因 此 部 
=， 根据 以 上 论述 8(f(D))= 名 ,从 而 A(In4 DJ)GInt 丈 类 
似 地 ,以 万: 代 蔡 户 则 可 证 得 (Int 大 )CIntI. 因此 :Iat 了 可 
~—>Int V 为 (CO 微分 同 胚 ， 但 同时 也 有 f (0U) 一 0 县 7 于 OU-> 
3 也 是 Or 微分 同 压 . 用 / 

定义 2.4.5 在 通常 m 维 ( Or 流 形 阳 的 定义 中 ， 将 Rn 用 大 Rs 
来 代 蔡 就 得 到 m 维 带 边界 的 0* 流 形 1, 如果 对 于 pE M， 存 在 
包含 它 的 坐标 图 (DU，9), 使 得 2p(U) N190R?= 儿 ， 和 各 的 内 
点 ,否则 称 为 ML 的 边界 点 . 

用 8M 表示 用 的 边界 点 的 集合 ,Int 1 表示 M 的 内 点 的 
合 , 见 图 8. : 
显 见 ,Int M 即 为 通常 意义 下 的 m 维 Ox 流 形 此 外 ; 股 竹 丰 - 
关 流 形 的 定义 、 命 题 、 定 理 对 于 带 边界 的 流 形 奴 仍然 适用 ， 但 这 
时 4 的 正则 覆盖 {Ups; 玉 )} 要 作 如 下 修改 ， 使 用 正方 和 体 坐标 
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SS Re-} 


R"”-2 
图 8 
邻 域 ， 并 且 若 UiN9M#GB， 则 gi (Di) = 0F(0) ns AO 
PO NR : 
定理 2.4.2 设 用 为 m 维 0* 带 边界 流 形 ， 则 和 上 的 微分 
结构 确定 了 9M 上 的 0* 微分 结构 , 使 得 (i, 8M) 是 MM 的 正则 子 
流 形 , 这 里 # 为 包含 喘 射 如果 用 是 可 定向 的 ， 则 aM 也 是 可 定 
向 的 ,县 ML 的 定向 决定 了 BM 的 一 个 定向 .… | | 
证 明 3 慌 # 是 ' 吕 ” 的 子 流 形 且 与 BR”! 同 胚 ， 故 对 M 的 坐标 
图 (0, 9)，9(a0 =p(D) NaR? 是 8R* 的 开 集 ， 从 而 2 放 上 的 
微分 结构 可 由 坐标 图 册 { (Ds 2)} 所 确定 ,其 中 太一 Ta NaM, ba 
-go|rnai 而 (Do ga) 为 M 的 含有 其 边界 点 的 坐标 图 ， 即 Da fi 
az 0H， 于 是 9M 为 和 n 一 1 维 0% 微分 流 形 . 此 外 
pOUNOM)= {E90) lv" -外 
放 (s, 68 了) 是 以 的 正则 子 流 形 . | 
再 来 证 明 MM 的 定向 决定 9M 的 一 个 定向 。 设 (D，p; 2) 和 
(V, 履约 是 用 中 包含 点 pE0M 的 定向 的 坐标 图 ， 显 然 ,2 ”>>0， 
y">0,， 且 等 号 分 别 仅 当 可 和 页 的 点 在 oM [上 时 成 立 Wop 局 
部 地 可 表 成 . 四 
=f (0 Ey ism 
注意 到 0 二 y"(z1,，…,w”" 了 ,0), 故 对 任意 的 gE UNVN9M, 有 
ee 124 。 


Oy” 


Os 


Dhogp Do 一 
001| 万 页 
Oz a) 
现 设 p(9) 一 (ar ” 0 0), 令 
7 四 一 om 0 有 人， Vi>0, 


>0 (名) -170-1 全 0 人 


dot(D(pog™)) >0. 


故 必须 (她) >0 及 dot( 5 所) >0、 注 意 到 (z，…， 2 ) 
和 (9 …， yr 习 正 是 37 的 点 在 不 同 坐 标 系 下 的 局 部 坐标 ， 而 
{(D., $)] 为 OM 的 坐标 图 册 ， 故 知 用 的 定向 诱导 了 9M 的 一 个 
定 疝 . 着 

当 以 Got 人 和. .gan 给 出 政 在 边界 点 的 一 个 仅 标 邻 庆 
(©, 2; 2 ) 中 的 定向 时 ,今后 以 

: (—1)radrt 人 \: 信人 don (2.4.8) 

表示 在 UnaM 上 的 诱导 定向 . 人 

设 gEUNVNeM, 和 ,Emo(CM), 它 可 表 成 


(0) 
全 全 ( Do Ja (Br). " 
因为 (360%) ”>0, 故 XZ" 和 Y" 有 相同 的 符号 .这 样 ,Ta(MM) 一 

TD,(0MM) 中 的 向 晤 可 以 分 咸 丙 类 ， 最 后 的 分 量 是 正 的 , 称 为 在 gE 
9M 指向 内 的 向 量 ， 最 后 的 分 最 是 负 的 ， 称 为 指向 外 的 向 县， 而 
Te(31) 中 最 后 的 分 量 为 零 的 向 量 是 与 3M 相 切 的 、 这 样 的 分 类 是 
与 1 的 定向 无 关 的 . 

设 pE M, 0 为 p 的 从 标 邻 域 . 记 乡 ( 人 一 {JE Ox(D)1f>0 

且 /(p) 一 0},， XsETs(M)。 如 果 对 于 任何 的 JED(p) 都 有 
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《oj >0, 上 且 至 少 有 一 个 hE 人 (np), 使 得 和 >0, 则 pE8MN， 因 车 
PEInt MM， 则 对 任何 的 JE 儿 (p), 了 在 p 点 有 一 个 极 小 值 ， 因 此 
(人 H-) -0 1<i<m， 故 对 任意 的 了 ETs(M) 均 有 Yf~0， 这 


与 所 设 蔬 盾 。 这 样 的 且 ,E 人 Ts(M), pE9M 称 为 正 向 量 ， 我 们 有 
以 下 结论 ， 

设 pE8MH， 则 下 EZs(M) 为 正 向 量 的 充 要 条 件 是 它 是 指向 
内 的 . 


人 .3 流 形 上 的 积分 与 Btokes 定理 


在 多 重 积 分 里 有 以 下 变量 代 换 公式 ,我 们 将 它 叙 成 
引 理 1(J. Scbwarz) 设 Q 和 人 7 是 R" 中 的 开 集 , 且 h: -> 
2 为 CO 微分 同 有 是 若 了 为 其 紧 致 支 集 在 @ 中 的 连续 函数 ， 出 有 


| fastaon = | , fon) det DRCW)) aw dy, 
(2.4.9) 

其 中 |det(Dh(y))| 为 Cr 映射 :>8 的 Jacobi 矩阵 的 行列 式 
的 绝对 值 . 

设 用 为 m 维 0* 流 形 ， 且 m 次 外 微分 形式 oo 给 定 了 M 的 一 
个 定向 . 设 (Ca， ps; wy) 和 (Ds pa xp) 是 双 的 两 个 与 定向 相 
符 的 坐标 图 , Ui1N Us 名 .在 Us(w=1, 2) 上 ,我 们 有 

Oo—fovo=footy Ni Ndo), fo>0(6=1, 2)， (2.4.10) 
且 对 于 pEUiNn Us 根据 (2.4.6) 式 ,有 | 

1(P) 一 Dis( Pp) Wa P) = det (Diog3) ) pup Cp). 

于 是 得 


_ fe(7) 
Dis( p) = pn 5 >0- (2.4.11) 


设 @ 为 到 上 连续 的 m 次 外 微分 形式 ,于 是 在 Un Vs 上 可 表 
成 
， 126 。 


人 一 guoo， goE O°CUNU,), a=1, 2, (2.4.12) 
引 理 2 车 gu( 且 从 而 92) 在 UiNUs 中 有 紧 致 支 集 , 则 成 立 


gop1 dwty "dV, -| g2°92 doi “dw,). 


J oes an 4) 


(2.4.13) 

证 明 因为 piogz pa(Ui1N02)-> p1CU1N Us) 为 0° 微分 辐 

胚 ， 且 根据 《2.4.10) 和 (2. 4. 12), 9if3 一 gfi， 攻 由 (2.4. 9), 
(2.4.11) 得 


一 下 了 全 ， 
| 人 9 dee" do / 


-| nv 1 “oli1°g3") Cp2(p)) Dial Da ‘dv i 


-| G2° 2 idwt)*: ‘dv. 
p(TINDS) 


今 设 为 用 上 连续 的 m 次 外 微分 形式 ， 目 具有 紧 至 支 集 ， 由 


加 及 一 supp Oo 一 《PE 好 (人 六 0 ， 
为 紧 致 集 ， 于 是 可 用 有 限 个 开 集 Qu …, Q@, 覆盖 S， 从 南开 集 
Qi …，Q-，M-8 覆盖 及， 选取 一 个 与 好 的 定向 eo 相符 的 从 属 
于 上 述 和 覆盖 的 正则 覆盖 {(, ps 一 )}， 可 作出 一 个 单位 分 解 { 及]}， 
且 可 假定 ， 


supp fiCU(t=1, 7 全 7 
并 且 在 8 上 ,fj=0, 7 一 7 十 十 …， 故 
w= f=fiwt" +fr0, 


因为 supp fiwCsupp fiCCU 且 设 在 Ui 上， 
© = gi, 一 JiQw th 和 信 … 人 dy 
故我 们 可 定义 
» 197 9 


| me=| fo=| figep ‘dob deh 
.Hu Us J piD | 


和 | gg 加 (2 .4 “14) 
最 后 一 个 积分 是 通常 的 R" 中 的 m 重 积分 ， 然 后 定义 
o- 习 外 fiw. (2. 4. 165) 


个 和 人， 我 人 0 和 内 
它 的 单位 分 解 选择 无 关 ， 设 {(U;, g;; 到)} 是 另 一 个 正则 覆 
入 是 内 属于 芋 的 一 不 生生 分 人 目 设 ， 
Supp TU R=1, ?),， 
并 且 在 S 上 所 =0G=7’ 填 1, …). 有 4.14) 及 引 理 2, 可 知 
|. fi(fie) = 让 fflo)=] Ff) -| Afe). 
了 


信 


x 10 习习 | ,7 -| f ， 
= ll i 


Kel 1= 一 


于 是 我 们 给 出 下 面 的 定义 . 
”定义 2.4.6 设 用 为 m 维 可 定向 Oz 流 形 ， 为 下 上 具有 


紧 致 支 集 的 m 次 连续 的 外 微分 形式 ， 由 (2.4.15) 定 义 的 称 
为 外 微分 形式 @ 在 及 上 的 积分 

易 见 , 当 supp o 位 于 一 个 与 定向 相符 的 坐标 图 (DU，qp; m0) 中 
时 ,| wo 一 | -| :Jaor .aam 右 方 为 R" 上 通常 的 黎 曙 积分, 
故 流 形 MK 上 m 次 外 微分 形式 的 积分 正 是 R" 上 黎 曼 积 分 的 推广 。 
此 外 , 由 上 述 过 程 即 知 , | ,是 1 上 具有 紧 致 支 集 的 m 次 外 微分 形 
式 集合 上 的 线性 泛 函 , 即 
,128 ， 


a 本 
+. 1 


上 (1001 十 C202) 一 一 ( yt + "|e 2, C1 02 E R. 


(2.4. 16) 
设 @ 为 天上 7r( 二 m) 次 外 微分 形式 , 且 具 有 紧 致 支 集 , (h, NN) 
是 1 的 了 维 供 入 子 流 形 ， 则 rw 为 了 维 流 形 Y 上 的 了 次 外 微分 


形式 , 且 具 有 紧 至 文集, 故 积分 | No 是 有 意义 的 、 于 是 可 定义 


| wo-| po 2.4.17) 

现 来 证 明 流 形 上 积分 的 基本 定理 . : 

定理 .4.3(Stokes 定理 ) 设 及 为 m 维 可 定向 0 流 形 ，@ 
为 开 上 具有 紫 致 支 集 的 Or 的 (mm 一 1 了) 次 外 微分 形式 ; 则 “”、… 

| ao=| io 2468) 

式 中 庆 DMN-》 洒 为 包含 映射 ，2 季 表示 9 了 且 具 有 南 4 M 《 的 定向 所 
诱导 的 定 回 . 者 0MK = 他 ,网 右边 的 积分 为 零 . 

证 明 ”由 流 形 上 外 微分 形式 的 积分 的 定义 ， 因为 0 具有 紧 到 
支 集 ， 故 仅 需 对 supp o 包含 在 了 的 一 个 与 定向 相符 的 坐标 图 
(U, 9; 内 的 情况 加 以 论证 即 可 。 此 时 m 一 次 外 微分 形式 避 避 
表 成 


w= DN A dv A den, MEOAD) 
‘= 1 


于 是 do 一 冯 (- Ne | 
放出 (2.4.1) 有 i 
1. "一 | 0 一 全 ( 营 -ai “dw : ‘sep 


(2.4.19) 
1. UNOeM= 9%., p( 如 为 BR" 的 开 集 ， 不 妨 设 PLD) 包 窟 
在 正方 体 0={ER"|0<w<1l，j=1，…，I} 内 部 ， 由 于 


”大 了， 


3LL (CU) 是 紧 致 的 ， 可 将 和 7 一 十， mm) 连续 地 延 折 到 O 
上 ,而 它们 在 2(Z) 外 均 为 稚 . 因此 


OX% 
jo ee ar 
-| CB) 
. 1 次 

ee 3 {Nh, of 工 tl, om 
一 入 (on ”“? of 0; wt, gw") yd Gt do 
0 
另 一 方面 ,此 时 supp wCInt U0U=0U, sw 为 6MUM 上 的 零 形式 ,所 以 
|s ,多 只 一 0. 

2. 4 18 六 关 何 . 仿 上 所作 . p(U) COU {v€E BR"|z" 0}. 
此 处 0 为 O 的 内 部 , 则 (2.4.19) 成 为 

he J ~ em, Olona 

另 一 方面 在 9 上 wm 一 0, 故 

| Da 罗 * 

-| “| -Dns, vw"1 0) dwr- m1 : 
因为 旭 的 定 问 由 0 入 … 入 ao 给 定时 ， oM 的 诱导 定向 由 
(~—D "dw 人 人 do 给 定 ， 综合 上 述 ， 就 得 
ee 
利用 (2. 4 TD) 式 ， (2.4.18) 式 可 号 成 - 
|, jo= | © (= fo) 


。 了 了 30 。 


借助 上 述 Stokes 定理 , 可 给 出 经 典 微 积分 中 有 关 的 公式 . 
1. 设 及 为 怒 ' 上 有 界 开 子 集 的 闭 包 其 边界 为 O*(% 之 1) 简 
单 财 曲线 ， 设 w 为 到 上 Cr | 工 次 形式 ， 使 用 自然 笛 卡 儿 坐标 ， 


=adz-+3dy， do= 区 一 Bj32 人 oy 由 Stokes 定理 得 
四 ww), (县 -用 ao 人 
| dtd 
此 即 Green 公式 . 加 四 


2. 设 必 为 RR 上 有 界 开 子 集 的 闭 包 ， 其 边界 为 O*(k>>1) 闭 曲 
面 S. 设 @ 为 及 上 Oi 的 2 次 形式 , 则 wo—= PayNadztQas Nd 


Rdz Ndy, dw= 二 dw 人 Gy 人 dz 于 是 根据 Btokes 
定理 ,有 


/fer ,00 ee 
JJ Dr 
到 , 
Ce 站 
8 


此 即 敬 度 定理 | 
3. 没收 为 BR: 中 曲面 片 它 由 简单 Or(p 之 二 ) 闭 曲线 了 所 界 
限 . @ 为 及 工 0 的 1 次 形式 ， w= Adm 十 Boy 十 0 dz， 则 dw== 


DB 84 80 2B 94 DG 
(过 - -入 je NO GA dy Ade + 名 A 从 
而 即 得 通常 的 Stokes 公式 ， z 2 
9B_94 i(% -名 ) 24_20 
各 动 ) am 二 Oy 0 dy de 十 \Bz 如 Oz dy.. 


i Ady+ Bay+Ods. 
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习 是 


1. 证 明 Cx 流 形 的 可 定向 性 质 在 0* 微分 同 肽 下 是 不 变 的 . 
2. 设 避 CR" 且 必 为 m 维 (7 流 形 。 i1: 闪 一 Rm+1 为 包含 占 射 ， 潍 
C+ 映射 入 :有 -TR"mt1， 使 得 对 于 wEM 用 有 N(%) Tree ) 是 垂直 于 
1xetzoC) 只 持 中 rrwCBr 史 内 的 正 交 竹 是 关于 内 积 ( 训 7 -6 一 一 9 而 


言 ，{z 妖 为 Bm+1 的 标准 坐标 ) 则 称 Ye) 为 到 上 的 法 向 量 场 ， 对 于 给 定 的 
N(o, 在 TCD) 上 用 下 式 定义 一 个 和 m 次 形式 几 
pO Fy Ya) = Got hie A dm) (N (2), Ty "ees Ym), 
rEM, Ys 7 YnETno BR"+), 
1*p, 证 明 : 
”p(w))= bp C—DCN (Oo 全 A .人 daxt 人、 .人 dm+tl, 


2° 车 swEM, 使 www) 一 0, 则 (I (m0)) = 4. 从 而 涛 M 上 有 一 处 处 非 
零 的 0*"! 法 向 量 场 , 则 放 是 可 定 问 的 。 

3. 设 FiBR"m->B, (2 I PD,: ,2") 是 秩 为 的 0 映射 
阴 : 超 曲 面子 (wo，- 7) oe( 各 ) 是 1 维 + 本 向 的 正则 子 注 形 由 
别 , 单位 球面 5"! 是 可 定 同 的 . 

4. Mobms 带 的 参数 方程 为 


F(w, V)= (2 coswt+vsin Ecosu, 2sinv +-vsin ~ sinw, VCOS py 


2 
计算 沿 中 心 线 v=0 的 法 向 量 N 的 连续 变化 ， 以 证 明 Mobius 带 是 不 可 定 
的 . 

5. 利用 下 ; Sm->P"(R)， ws [证 明 实 射影 空间 PPn (本 当 几 为 奇数 时 ， 
是 可 定向 的 ; 当 色 为 偶数 时 , 是 不 可 定向 的 . 
“6. 设 QM, 9) 为 可 定向 黎 曼 流 形 。1{ (Ua, go; 又 ) } 是 与 L 的 定向 相符 的 
坐标 图 册 ， 证 明 i 站 

V Gu G 夺 人 … .人 dzm 一 /Ga 和 人 人.… 人 dz 一 COI 人 人 am， 


其 让 Go= aetoua2 go gf 本 ， 吉 而 (o9 是 0。n D4 上 与 定向 相 
符 的 规范 正 交 标 架 场 {6} 的 对 偶 标 架 

7、 设 到 的 边 欠 的 可 证 向 及 浊 证 明 :; 在 1 上 只 一 存在 一 个 音 
.133 。 


位 向 景 场 入 ,使 对 任 一 点 pEaM, 又 ,是 指向 内 的 , 且 与 全 (3M) 正 雪 ，， 

8. 设 L 是 带 边 界 的 可 定向 C* 流 形 ,oo 为 给 定 放 定向 的 m 次 形式 .证 
明 ; 

1。 能 选 到 定义 在 M 上 的 向量 场 , 使 得 在 3M 各 点 都 是 指向 内 的 . 

2。 日 = 一 ixzoo 决 定 了 931 上 驻 的 诱导 定向 , 其 中 条 :4m(207) ->4n3CM) 
类 似 于 8 3 习题 了 中 的 定义 . 

9. 设 太 是 ww 维 可 定向 Cz 流 形 。 戏 是 W 的 开 子 流 形 . 设 2M {24 在 
N 中 的 边界 点 } 焉 名 。 证明 ，; 

“1% 是 可 定向 的 ; 

“2° 如 果 对 于 任意 pEaM， 存 在 和 的 一 个 与 定向 相符 的 坐标 图 
(U, 9; 1), 使 得 PEU, 且 

《9 pMUNU)={rEp DO) 1" > 01, 
pOMNDU)={rEgp U0) |2"=—0}, 

则 3M 是 的 mw 一 1 维 可 定向 的 0* 正则 子 流 形 . : 

3° 令 N=R?, N={(%, WF+ 人 <1, 或 1<w2+P< 针 , 则 EM 是 和 
的 正则 子 流 形 但 不 满足 (*). 

10. 设 必 为 BR" 中 可 定向 带 边 界 的 2 维 曲 面 其 边界 为 9M,， w= 
2pidzt 是 R" 中 的 C=T 次 形式 ， 把 w 限制 在 允 上 ， 试 写 出 相应 的 Stokes 定 
理 . 


11l. 设 区 为 吾 "中 连通 开 子 集 的 财 包 ， 其 边 田 为 WU 0 为 Rm" 上 具 
有 紧 致 文集 的 CO*(% 之 3) 函数 , 证明. 


| vwauds A A dr | -DT EZ 
Mi 


Ou Ov 
[D> 名 -3 On Bar dT A Adw", 


™m Ou 
其 中 Vu 他 二 条， 


2° | ‘(uv20 ~ vm) dst A ee A dum 
— D1 0 _,_o so A pt A 
-| ) ( 5 0 ) drtA Adr A A diam, 
以 上 两 式 分 别称 为 Green 第 一 和 第 二 公式 . 
3 若 Vw=V*v 一 0 旦 ax 一 "| 则 zj 一作 | wx。 
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13. 设 四 是 m 维 单 位 球面 Sm 上 的 0~(m 一 二 次 形式 ， 证 明 | ao 一 0 


13. 设 {o 9 引 为 Ba 中 笛 卡 儿 坐 标 系 . G，M) 为 B? 中 2 维 可 定向 嵌入 
子 流 形 , 其 中 $ 为 包含 上 映射， 型 上 具有 由 BB 二 9. 设 
(VU, 7?) 为 攻 上 与 定向 相符 的 坐标 图 , 局 部 坐标 为 Cu v). 


/8 3 
B=g(B 高) 了?- -( 训 Ww) 4 -人 ) 
则 ML 上 的 线 素 为 
dsy= bE i. du do 十 G dv 
Mlo 上 的 单位 法 向 量 为 一遍 Xx 襄 / 训 X 如 ~? 新 + 如 + 而 
证 明 : 


| 2 3 yA 
1° n'ayAdst+n ds dem dw Ady—( -x 0 yA do. 
2° MM 的 体积 元 素 G4 一 nidy 人 ds 十 mn?2adg 人 dz+m dv 人 dy, 
3” 设 w= ayA ge 十 - 海 ds 人 dm 十 - dav hdy (fr = /P+ 十 局 ) 是 
RI 一 {0} 上 的 2 次 形式 . 记 S23(r0) = 二 4 全, Yy, 8) EB loty te mr > 0 则 


| (0 一 一 人 
SXe) 
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第 三 章 联络 与 曲率 
 $1 仿 射 联络 


联络 是 微分 流 形 上 重要 的 几何 概念 ， 起 源 于 古典 微分 儿 何 中 
曲面 上 向 量 的 平行 移动 ， 现 在 已 推广 到 具有 微分 流 形 结构 的 纤维 
从 上 .我 们 这 里 只 限于 讨论 微分 流 形 的 切 从 上 的 联络 , 其 实质 在 
于 定义 流 形 上 向 量 场 ( 切 丛 的 截面 ) 的 一 种 方向 导数 ， 使 之 与 坐标 
选择 无 关 ， 由 此 产生 一 种 新 的 微分 法 则 , 即 所 谓 “ 共 变 微分 ”( 协 变 
向 分 )， 从 这 个 意义 来 说 , 联结 就 是 共 变 微分 。 : 


1.1 Rr" 及 其 子 流 形 上 的 联络 
设 (zu …，zm) 是 欧 氏 空间 民 ” 点 的 储 卡 儿 (直角) 兴味 
用 到 "的 欧 民 平行 性 , 自然 标 架 人 2-| (1<i<m) 构成 R" 中 各 
体 定义 的 其 问 量 场 ,到 "的 任何 向 和 声 了 都 可 惟一 地 才 趟 为 
Y (0) =Y'(o) -zer, 
其 中 :Cw) 是 点 «的 函数 , 当 Y 是 0* 向 量 场 时 ， 它 们 都 是 O* 函 
数 ， 


设 工 -7 9_ 是 Re" 的 任 一 向 旱 场 ， 对 于 任 一 点 pE R”， 


,=p) = XP) 利用 欧 氏 平行 性 ， 我 们 可 以 定义 向 量 场 
达 在 2 点 滑 向 量 开 ， 的 “方向 导数 "了 。 了 如 下 


DP (XY a -\ Xi(p) Hy) ir (3.1.1) 
430， 


总 然 ， 它 权 与 在 jp 的 值 信 , 一 了 了 ( 巡 计 有 关 ， 而 与 全 在 其 它 


点 的 状态 无 关 。 因此 ， 我 们 可 从 另 一 角度 来 计算 Ds, 了， 设 ?: 
[0, oJ->R" 是 任 一 曲线 自 , 使 得 7(0) ==p, 7Y (0 一 及,， 屠 未， 党 
曲线 7 就 有 


Os j . 
(0) ~ SP) Ee (0) = -Xi(p) FF (Pp) = oY 
Day ~— 0 (0-2 ( 洪 朋 线 力 (8.1.9) 


在 上 述 丙 种 计算 中 ， 我 们 部 和 用 了 R" 中 的 欧 氏 平行 性 、 为 
了 把 这 种 运算 推广 到 一 般 流 形 上 , 必须 设法 克服 这 种 限制 . 

设 四 是 m 维 微分 流 形 ,由 Whitney 定理 , 我们 可 把 1 看 成 
欧 氏 空间 Rmt! 的 向 入 子 流 形 。 用 bx: MA- 慌 243 表示 这 个 髓 入 


陵 射 ， 以 下 约定 ， 玲 es+ 的 自然 全 标 为 世人 自然 标 巢 为 二 5 


1i<A, B, O, <2m+1. 对 于 任 一 点 pE MM 考虑 包含 ?的 一 
个 毕 标 图 (D, 9), 其 上 局 部 举 标 为 {09, 1 之 包 万 成 …<<m. 于 是 
复合 陕 射 ]= 和 og 给 出 了 9g(D0)CR" 到 RR”+1 的 一 个 微分 同 
胚 (嵌入 ), 它 的 局 部 坐标 圳 示 是 

f (0) = (0 opPeH(O))， Vo= (oO on)EPC(D). 
M 在 2 点 的 切 空间 人 TH) 是 T,(R”"+1) 的 子 空间 ,因此 ,Tp(M) 


的 自然 革 .7]， 可 用 39x] 线性 表示 


0 


a (3.1.9) 


_ Oy* O 
,~ Bor \P) ByT 


tw 


现 设 了 ~ ~Y'(o) -er 9 _ 是 用 上 向 量 场 在 自然 基 下 的 局 部 


表示 , 玉 s 一 (Pp) | 是 向 量 场 工 在 2 点 的 值 考虑 1 上 
e 36， 


曲线 段 y: [0, 四] 一 戏 , 使 得 7(0) =P YY 0) = 了 邓 p。 它 在 (0,9) 中 
的 局 部 表示 是 


7 :0 = w(t), zt(0) —st(p) ,0) = = Xi(p),. (3.1.4) 
于 是 , 向 量 场 了 沿 7 的 分 布 是 
Y (y(0)) ~Y'(o()) Br 


? 
YD 


O 
其 中 -3 


-区 -| ,当然 ,导向 量 


ar 
ot dt Ov! 


一 般 不 再 与 用 相 切 (如 图 9 
一 种 简单 的 办 法 是 将 


2 作 及 的 切 向 投影 m, 记 为 


py 


; -( 守 - 吉 r ,下 "0)( 训 2 


DY Qef = QF 
Ot /p . gt 
~ 2 | AFMDe( 时 40). (31 


利用 (3.1.3) 和 (3.1 1 引线 以 玉 二 二 
中 欧 氏 平 的 上 式 可 改写 为 


TD 
ro 人 人 0 = air 
| 六 (3.1.5) 
由 于 是 了 的 切 向 投影 ， 则 -La na 可 由 | -2 | ] 线 竹 
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示 , 设 


5) 一 42) (jr), 


BW) (tr) (BR), er9 
其 中 hp): -DD (p). 


我 们 把 (3.1. 6) 定 义 为 向 量 场 了 在 p 点 沿 耻 ， 的 方向 导数 
记 为 


则 本 


r-( 王 (8.1.7) 
一 TO- | 十 7 (WD: (zr) 
其 中 DO 总 5 | 四 


_p dw! /sO 
Pr Pp) (0) gr 


? 
? - 


它 确定 了 基 向 量 场 -5 在 P 点 沿 全 ,的 方向 导数 
对 于 上 述 定义 的 方向 导数 DoY， 可 以 直接 验证 ， 它 满足 下 列 
运算 法 则 : 设计、 站、 2 是 及 上 的 可 微 向 量 场 , 帮 REO (M), 则 在 
任 一 点 2 有 
(i) DrinrZ = DZ LAD 
/ (3.1.8) 
(11) Dz(fY +h2) = DY HDrY + (XZ+hDzZ, 


1 微分 流 形 上 的 仿 射 联络 


”现在 我 们 希望 从 微分 流 形 本 身 出 发 来 定义 向 量 场 的 方向 导 
数 ,而 不 再 把 它 看 作 欧 氏 空间 的 子 流 形 . 上 春 的 讨论 已 提供 了 这 种 
.138 。 


做 法 的 一 个 模式 , 因此 , 我 们 不 妨 把 思路 颠倒 过 来 , 先 用 公理 化 方 
式 给 出 定义 ,然后 确定 这 种 定义 的 具体 构造 细节 . 这 就 是 Koszwl 
育 先 提出 的 不 变形 式 表 达 法 . 

定义 3.1.1 设 有 以 为 mm 维 光滑 流 形 , 佬 (以 ) 海 关上 光滑 疝 
量 场 空间 , 妈 上 的 一 个 仿 射 联 络 是 一 个 映射 

V:4(M)X4(M) 一 4 和)，( 瑟 六 )HF>Vzy ， 

使 得 对 子 任 何 邓 ,了 , Z EF(M) 和 任意 ff, hEO™”(MM), 满足 以 下 
条 件 

(1) VyrinrZ =fVxZ thVyrY, 

| . (3.1.9) 

Ci) Vr(fY -+h2) = (Xf)Y t+fViY + (XZ+RYzZ, 
Vz 称 为 Y 关于 性 的 (方向 ) 共 变 导数 ,或 协 变 导数 . 

由 定义 知 ,， 映射 是 -线性 的 ， 并 且 对 于 任意 pEM, (Vz 
了 )s 仅 依赖 于 邓 , 和 以 - 耻 ， 为 初 扒 急 方 向 的 某 一 自 线 ?OL 了 的 
分 布什 了 (7 (2)). 

设 (D, 9) 是 含 点 PE 用 的 坐标 图 ， {@} 为 U 上 局 部 基 岗 量 场 
其 对 偶 标 架 场 为 {o4， 于 蚌 向 量 场 生 和 站 前 局 请 外 全 

=X)e, 了 一 cot(7)Je 村 
根据 定义 , 我 们 有 
VxY =Vr(w'(Y)e) = (0 ‘(Fert oF) vzer : 
- . (3.1.10) 

由 此 可 见 ， 如 果 Vxe; 有 定义 ， 则 Vz 了 完全 确定 了 。 因 为 Vxe; 仍 
然 是 W 上 的 向 量 ， 它 应 该 可 以 由 { 线性 表示 , 我 们 定义 oz 个 
形式 0 如 下 ; 


Vxe 4 (CT )0, yx EPCM). : da 
由 VY 的 性 质 (i), 4 是 线性 的 ， 它 们 称 为 仿 射 联络 1 形式 . 显然 
。 了 39 。 


这 些 of 可 用 基 形 式 {w 中 线性 表示 
w= (3.1.12) 
由 (3.1.11) 和 (3.1.12) 得 / 
| T4 p= Voey (3.1.13) 
或 
Tt,— wi(Voe) = wt (en). (3.1.14) 
函数 {和 %} 称 为 仿 射 联络 系数 , 它们 完全 确定 了 一 个 仿 射 联络 这、 
桩 , 若 记 了 '=w"( 了 ), 则 (3.f.10) 可 改写 为 z 
VxY =(X(Y) -+o (X)Yi Ne 


= (aY'(X)-4To (XT)e. (3.1.10”) 

现 设 人 是 ; U 上 轨 一 局 部 基 向 量 场 , 其 对 偶 形 式 为 {@9}, 假定 

| fe, | : 6%. 1.15) 

. of 一 pof 或 of=arob G8. 1. 19) 
这 里 称 阵 (2 是 撼 阵 (c 力 的 道 矩 阵 . 


“… 著 仿 射 联络 Y 在 基 {edj 下 所 确定 的 :联络 形式 为 圳 六 @. 1. 
11) 的 类 似 式 定义 ) 则 利用 (3. 1.11) 和 (3.1. 19) 不 难 证 明 人 入 和 
{w 分 之 间 具 有 关系 式 .… 1 
aa dM)Ds, (3.17) 
公式 (3.1.17) 的 另 一 种 解释 是 把 {ed} 看 作 用 的 另 一 坐标 图 (U, 9) 
中 的 局 部 基 向 量 场 , 车 口 ND= 了 了 , 网 在 六 上 , 两 组 基 向 量 场 
{ed 和 {ej} 就 有 关系 式 (3.1.15)， 为 了 在 贞 组 络 形 式 {从 
和 {6 外 确定 同一 个 仿 射 联络 V， 它们 必须 满足 关系 式 (3.1.17). 反 
之 ,车 在 不 同 基 下 给 出 两 组 1 形式 {w 生 和 {6 分， 它们 满足 (3.1. 
17), 则 利用 (3.1.11) 和 (3.1.10) 就 可 以 定义 Vx 了 .这 样 , 便 确定 
了 一 个 仿 射 联络 Y. 因此 ,我 们 就 得 到 仿 射 联络 的 另 一 等 价 定义 ， 
。 140 。 


定义 3.1.2 设 {Ue 是 的 坐标 图 册 ,， 若 在 每 个 Us 上 给 定 
了 个 二 形式 {og(oj}, 使 得 eni Use 六 人 纪 时 ,其 上 两 组 形式 满足 
形 如 (3.1.17) 的 方程 , 则 称 (3.1.11) 确 定 了 到 上 的 一 个 仿 入 联络 
V. (XM, V) 就 称 为 仿 射 联络 空间 . 


1.3 ” 仿 射 联络 的 挠 率 和 曲率 


设 Y 是 微分 流 形 M 上 的 仿 射 联络 ， 定 义 映射 
全: YM) x EM) SEM), @.4 DP, ,Fy 


| p(X, y) -vx7- .Vz [到 ， yl. (8. 1. 1 .18) 
”对 于 任何 的 工 ， 了 ， Z ELDRIEO ND, 由 了 的 尼 - 线 
性 性 质 及 [f 有 ,了 1 =f[X, 了 ] 一 (Yf)XX， 易 得 
(XX， 站) 一 一 个 人， 互 ) 
T(RK+Y, ZH)=T(X, Z)+T(Y, 2). 
T(fX, Y)=fT(X, YY. 
因此 映射 全 是 OCM) 双 线性 的 ， 且 是 反 称 的 . | 
再 定义 映射 已: (MM)x2(M)—>End(2(M)) (这 里 的 
End2"(MY) 表 示人 2(M) 上 一 切 自 同 态 构成 的 空间 ), (X,Y 了) 
RR( 邓 , 了) 为 


R(X, 了 了) 一 VzVy 一 VrVr 一 Vizm : (3.1.19) 
四 
BRB(X, 了 了) 和 一 VzVrg — Vy VrZ 一 Vrrz mn2 《3 . 工 .19/) 
于 是 有 | 
R(X, Y)Z=—R(Y, X)2. (3 .1.20) 
不 难 直接 验证 ,对 于 任何 f°", f°EO™(M) 有 
RO(fIXI+f Es YZ—f R(X P)Z+HI RR 卫 )2 
° jd， 


R(X, FY)(F I Ds) = RRR, YF)I1+fF R(T, YF)Zs. 
因此 ,映射 (X, 了 , 2)I>R(Z, 了 )Z 是 O”(M) 三 重 线性 的 . 
定义 8.1.8 由 (3.1.18) 给 定 的 映射 全称 为 仿 射 联络 的 
挠 率 . 若 人 ==0, 则 称 Y 是 无 挠 的 或 对 称 的 . 
既然 TJ(X, 了) ER(), 于 是 ,由 
T(X, Y)=T'(X, Y)o, (3.1.21) 
确定 的 m 个 2 次 形式 T' 称 为 六 的 挠 率 形式 / 
定义 3.1.& 由 (3.t.19) 给 定 的 (对, 了 ) 称 为 的 曲率 算 
子 ,对 应 的 线性 变换 R( 卫 , 了 ): 4 (MK) 一 (CD) 称 为 曲率 变换. 
由 (3.1.19) 确 定 的 三 重 线性 映射 BR: 交 (M)Xx 多 (MM)x2F(M)— 
如 ( 玉 ) 称 为 仿 射 联络 的 曲率 张 量 . 
由 于 再 (了 ,7)GE 和 (Mg)， 故 由 
R(X, 7)6—Q{(X, Y )e, (3.1.22) 
定义 的 m? 个 2- 形式 Q{ 称 为 V 的 曲率 形式 . 
一 个 念 射 联络 的 联结 形式 of， 搁 率 形式 T' 及 曲率 形式 
Qi! 有 下 述 著 名 关系 
定理 8 1.1(0arten 结构 方程 ) 
Co 一 入 op 二 7 (3.1.28) 
oo 一 一 中 入 地 十 04 
证 明 设 且 ,了 E 旨 (MM), 局 部 宪 示 为 
X=w(X)e0, 了 了 一 CI 了 )6， 
由 (3.1.18) 和 (3. 革 .2) 得 
TX, Ye=T(F, 了 )=Vr(w' (YY)e) 一 Vr(wolCE)60 
—o'([X, Yl)e= {XY)) / 
—Y (ol(X)) ~o'([X, Y])}e 
+ {oF)o (FH) — oF Te 
根据 (2.8.10”)， 上 式 第 一 个 括号 正 是 dw'( 耳 , 了 ), 而 后 者 可 改写 
» J]42。 


为 0% 人 co*( 卫 ,了 ), 即 有 

Ti(X, FY)=do (TR, YF)+oAor(X, F). 
由 于 也 ， 了 的 任意 性 ， 便 得 (3.1.23) 的 第 一 式 。 类 似 地 ， 根 据 
R( 对 ,了 )2 的 定义 ,可 证 明 (3.1.23) 的 第 二 式 . 

设 { 寺 是 由 (3.1.15) 给 定 的 另 一 局 部 标 架 场 ,其 对 偶 标 架 场 为 
{69, 仿 射 联络 关于 这 个 标 架 场 的 联络 形式 为 多 分 , 它 由 (3. 主 :17) 
表达 , 即 有 

| do = aa. {3:41.24) 
对 (3.1. 1 的 适 式 两 外 分 利用 (3.1.24) 得 
(一 (gf@) — of) AG! oad, 
沽 利用 (8.1.10) 林 入 


dB + ND bdo to Nr), (3,1.25) 
由 Oartan 结构 方程 的 第 一 式 ,上 式 可 写 为 。 
Ti biT. (3.1.26) 


间 理 ,对 (3.1.24) 两 边 外 微分 ,利用 (3.1.16) 和 (8.1.24) 得 
ort oN = DG0s + ok Nd)a. 
由 Oartan 结构 方程 的 第 二 式 ,上 式 即 为 。 
0 = br02s0d. (3.1.27) 
公式 (3.1.26) 和 (3.1.27) 分 别 给 出 了 仿 射 联络 的 找 率 形式 和 曲率 
形式 在 局 部 基 朵 量 场 和 变化 时 的 变换 公式 . 


令 


Ti 5 Th Nw, Th——Ti, (3.1.28) 


则 由 (3.1.26) 可 见 ,T% 是 (1, 2) 型 张 量 的 分 量 , 它 称 为 挠 率 张 重 : 
mo 二 

= 二 Ro Nw’, Rj ™= — Bm (3.1.29) 
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则 由 (3.1.27) 可 见 , Riw 是 .3) 型 张 量 的 分 量 , 它 称 为 曲率 张 量 . 
特别 ,对 于 自然 标 架 6 一 忆 r, 有 加 一 go 


< 一 了 CO ， Th=ol( 2 
从 而 Ti d(dw!) 一 -de 信人 wn = To 人 Co 
与 (3.1.28) 相 比较 ,得 一 
万 多 一 Th— Th. (3.1.30) 
由 此 可 见 , 仿 射 联络 Y 为 无 挠 的 充 要 条 件 是 Y 的 联络 系数 


T= 7,. 
而 且 由 本 章 8$ 工 工 中 的 讨论 可 知 , 举凡 作为 欧 针 空间 的 子 流 形 时 ， 
(3.1.6) 定 义 的 仿 射 联络 D 是 无 找 的 . 


类 似 地 我 们 有 
2 
Rim = 1; ( 阁 On* 
0/ CH ry, _ 了 TT 


2 Or! 

四 (3.1.31) 

(3.1.30) 和 (3.1.31) 分 别 是 挠 率 张 量 和 曲率 张 量 的 古典 坐标 分 量 

表示 . py 

现 设 全 是 本 上 另 一 坐标 系 , 则 -Fr .2 就 再 设 杞 ~ 

TAz*, 利用 (3.1.17) 注 意 到 of = 
mn OV/ 0O% ; OX? Do 

nD \Bo tm ori Or 5 

由 此 可 见 , 联 络 系数 7 不 是 张 量 的 分 量 . 

最 后 ,在 仿 射 联络 空间 CM，V) 中 ,我 们 可 引入 平行 性 的 概念 . 


区 (© 0) 一 >M 是 一 条 曲线 ， 它 在 局 部 坐标 又 中 的 方程 为 
Ww’' = w(t), o<t<b, 


(3.1.32) 
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于 是 7 的 切 向 量 场 为 
fy Or(t) 0 
人 人) at Ov! y” 


把 局 部 地 延 拓 成 必 上 向 量 场 ,其 表示 为 
XTX) , Xol)) = . 


再 设 了 了 为 沿 Y() 定 义 的 向 量 场 ,局 部 表示 为 了 一 了 "(4)-2or 
把 了 Q) 局 部 地 延 拓 成 以上 向 量 场 了 ， 
=F:(2) Ber Fe) YD) 


(3 1. 10’), (3.1. 11) 和 (3、 1,12), > 关于 互 的 方向 共 变 导数 
是 


VxY 一 X 人 全 tT or) 霹 
限制 在 7 上 , 就 有 


A 


(tT re) 9. | . 
“es 2 ) -2 六: 了 
显然 ,xj> 与 7 及 了 的 延 拓 方 式 无 关 ， 因 此 ,自然 地 定义 


4 
Vv ,Y=vx? |,= (tr 7 dy i ar). 


(3.1.33) 
定义 8.1.5 设 卫 是 沿 曲线 y:(w, 芒 ~> 了 定义 的 向 量 场 .车 

由 (3.1.33) 给 定 的 Vy 了 = 0 则 称 了 沿 曲 线 7 平行。 特别， 当 y 

沿 自 身 曲线 7 平行 时 , 即 YY 一 0 则 称 ? 为 1 上 的 测 地 线 
显然 ,了 沿 7》 平行 的 局 部 坐标 表示 是 


7 是 性 的 测 地 线 的 充 要 条 件 是 


G20t oo dr! _ 
mr tly 0. (3.1.35) 
上 式 也 即 4 上 测 地 线 的 微分 方程 
习 题 
1. 证 明 (3.1.8) 式 . 


2. 设 不 为 1 的 仿 射 联络 系数 ， 则 工 和 也 为 MM 的 信和 联结 系 的 
要 条 件 是 , 存在 (i, 2) 型 张 量 场 了 使 得 
z = Lt Ty 
3. 设 (M1 和 (Cs, 站 分 别 为 mx 和 1m 维 仿 射 联络 空间 ，(U1, p91 
xz 和 (Da， 9 分 别 为 Mi 和 Ms 的 坐标 图 , 在 积 流 形 下 = Mix 和 4， 的 坐标 
图 (U1 x Us, 位 XpP3 (4 名)) 上 定义 
7 名 一 TY ， 克 一 工 f 其 余 的 Li 一 0 
(Et j, Fe lea, b, eCms, LIEN, bh, remit ms),. 
则 (M , 荆 ) 也 是 仿 射 联络 空间 . 
4. (GD 由 (3.1:17D 证 明 (3.1.32)， 
Gi) 设 (7, 好 网 和 (人 了 了, 帮 鸭 为 下 的 坐标 图 ，Fyx 和 了 9x 分 别 为 这 
二 坐标 图 上 仿 射 联络 y 的 系数 . 通过 WW 一 ZnF 上 平行 性 的 讨论 ， 证 明 
(3.1.32)., 


5 由 (3.1. 坎 ) 和 Y_ 。 -227 再 区 -二 ,直接 证 明 仿 射 联络 Y 为 无 


的 充 要 条 件 是 ， 对 任何 坐标 图 (Zr, 9) 的 自然 基 向 鼻 场 [7 | 成立 
T= TI,, 

6. 设 Xwi~1,…, m 是 09 流 形 Mm 上 的 mn 个 向 量 场 ， 它 们 在 各 点 都 
是 线性 无 关 的 。 证 明 存 在 仿 射 联络 ， 使 得 X 均 为 平行 向 量 场 。 即 油 ML 上 
任何 曲线 都 是 平行 的 . 

7. 设 为 Ge: 流 形 ，v 为 仿 射 联结 ， 玉 , 了 为 1 的 0" 疝 量 场 , 
0.。 以 CGs) 表 示 过 ?点 的 向 量 场 习 的 积分 曲线 ，0(0) 一 =—p, 以 OF'Y ow 家 
Yow 沿 曲线 0 平行 移动 到 点 所 得 的 向 证 明 


(Vx ) ?一 lm 了 L(g Yow —Y,), 
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Nh - 


| 


Bb ww 


8. 设 耻 为 0: 流 形 ,V 为 政 的 仿 射 联络 ,a 为 0* 上 映射 : (a, 四 Xe 由 
>M, (8, Pals, H). 记 人 2 一 ax( 地 ) 7 =ax( 仿 )， 证 明 V 为 对 称 
联络 的 充 要 条 件 是 对 任意 的 < 成 立 


这 给 出 了 对 称 仿 射 联络 的 几何 意义 . 

9， 设 {ojT<i<m 为 0* 流 形 Me 上 的 局 部 基 向 量 场 ， {0 中 为 其 对 个 基 
向 量 场 , {o 分 为 仿 射 联络 1 形式 ， 

GD) 证 明 ， 测 地 线 的 微分 方程 为 

生 ( 每 )+ 千 分 =0 
GD 关于 BR? 上 直角 航标 如, 必 的 自然 标 架 , 设 联络 1 形式 为 
Wi—03=0, w= dx’, Ode z 

求 找 率 \ 曲 率 , 并 求 测 地 线 微分 方程 


$2 黎 曼 联络 
2.1 瑶 肥 联络 


在 上 节 中 ， 我 们 已 定义 了 微分 流 形 MY 上 的 伪 射 联络 当 M 
作为 欧 氏 空间 的 子 流 形 时 ， 由 (3.1.6) 定 义 的 念 射 联络 D 是 无 找 
(对 称 ) 的 ， 此 外 ,根据 古典 微分 几何 , Rs 中 曲面 上 的 共 变 微分 ( 绝 
对 微分 ) 算 子 DD 满足 | 

D(X YY)=DX.Y+X.DY, X, y 为 曲面 上 向 量 场 ， 
这 里 “.” 表 示 从 Rs 诱导 的 曲面 上 的 内 积 ， 这些 性 质 对 一 般 尔 ' 信 
射 联络 未 必 成 立 ， 现 在 我 们 把 它 推广 到 黎 曼 流 形 上 去 . 

定义 3.2.1 设 (M, g) 是 光滑 黎 曼 流 形 . 履 上 的 黎 曙 联络 V 
是 一 个 仿 射 联络 , 它 除了 满足 (3.1.9) 的 (i 和 (二 ) 外 ,还 满足 

(iii) Yx 了 一 Vy 对 = [成 了] 即 挠 率 四 三 0， 

(iv) XLY, 2Z>= VxY, 22+<Y, Vx2>》, 其 中 < ， > 表示 关 
于 9 的 内 积 。 
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黎 曼 联络 也 称 为 Levi-Qivitta 联络 ,性质 (这 ) 玫 明 黎 曼联 络 
是 无 挠 (对 称 ) 的 ,性 质 (Civ) 称 为 联络 V 保持 黎 曼 内 积 . 因此 复学 
联络 是 一 个 保持 黎 曼 内 积 的 对 称 仿 射 联络 . 
定理 3.2.1( 黎 曼 几 何 基本 定理 ) 在 一 个 0 黎 曼 流 形 ( 芋 ， 
9) 上 存在 唯一 的 黎 曼 联络 V. 
证 明 ” 先 证 唯一 性 。 为 此 ， 只 需 证 明 4VzF7 ，2 被 性 质 (ii) 
和 (iv) 唯 一 地 确定 .由 (iv) 有 
XY, ZY= V71Y, ZY-+Y, Vr2y, 
YZ, R= VyZ, RI+LL, Vy >, 
一 GZ 和 T= —VsX, YO—LX, ViYy, 
将 上 述 三 式 相 加 , 利用 (ii 就 得 
2CVxY, ZY= XLY, ZV+YLZ, FO— pa yy 
+<[X, Y], 2>—<[Y, 2], 3> 
+<f2, 和 IY. (3.2.1) 
上 式 右 边 是 唯一 确定 的 , 故 唯一 性 得 证 . 里 
对 于 给 定 的 黎 曼 度 量 g， 我们 用 (3.2.1) 来 定义 仿 射 联络 Vx 
了 ,直接 计算 可 以 验证 , 这样 定 义 的 V 满足 性 质 ( 坟 ) 和 (iv), 因此 
它 是 一 个 黎 曙 联络 , 这 就 证 明了 存在 性 . 


使 用 局 部 坐标 系 {2 中 ,车 取 了 一 吉 了 ，Y 一 Ber 7 则 


Or! ’ Ov* 


根据 V_。 大 和 -Bar 公式 (3.2.1) 给 岂 
本 . Ogy, ， Ogn _Ogm 多 、 
2Thga= Boy 十 可 DO ? (3.2.2) 
即 z / z : z 
了 和 一 {ss} / (3.2.3) 

其 中 
z uf/ Do | Ogn _ Ogm 

{; 引 ~ 3 B29 (3 tas Or* Ow! 5 (3.2.4) 
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称 为 关于 黎 曼 度 量 9 的 第 二 类 Ohristoffel 符号 . 
由 上 述 讨 论 可 知 ， 仿 射 联络 Y 为 黎 曼 联络 的 充 要 条 件 的 充 要 


条 件 是 在 局 部 坐标 系 下 ,其 联络 系数 了 一 和 ,5 |. 


现 设 V 是 黎 曼 流 形 ( 旧 ,，g) 的 黎 曼 联络 , ER( 了 ,了 )2Z 由 (3.1.， 
19) 所 定义 , 则 | 
R(X, Y, 2, W)CR(Z, W)Y, X> (3.2.8) 
确定 了 一 个 四 阶 共 变 张 量 场 BR; 它 也 称 为 黎 曼 流 形 的 ( 获 曼 ) 曲 率 
张 是 . 四 
设 ev …，en 为 任意 局 部 标 架 场 , 记 《6l, 6》 一 gis 由 于 
BR(@n, 8)0;= 9y (Ox, 81)6; = Rsmes 
所 以 黎 曼 曲率 张 量 瑟 的 分 量 
Rm= R(6:, 8;, x, 6) 
= 《BR(6, 6)0;, o> = InRin. (3.2.6) 


因为 | 
: Vo8;= wi(6k) 6 Oxgis=— (dgi) (ex), 
改 有 四 
~ (dg) (ex) = Ves, 61> + C0;, Vor01> 
: = gut (6x) + gucws( en), 
即 CIt 王 Gay 十 gxrcor. 


设 {o9 为 {ey 的 对 偶 标 架 场 , 使 用 以 上 记号 , 我 们 有 
定理 3.2.2 对 于 黎 曼 流 形 ( 妈 ，9%) 的 黎 曼 联络 V， 有 如 下 结 
构 方 程 四 四 
oo 一 一 CO 入 CD goxcoy 十 J 一 0 gy 
Qo = — OA I+ 0 一 三 Riro" No 
特别 , 当 {e:} 为 局 部 规范 正 交 标 架 场 时 , es，ei> = 一 65， 寿 令 


中 _ 和 
一 joy 一 0 0 一 So 一 01， = mp01 = 07, 


和， 


则 绪 构 方程 成 为 
0; 一 -之 om 人 人 py ip Wm = 0, 


Qs 一 一 之 omz 和 人 Oj 二 Lsy, (3.2.7) 


£01 = 三 之 Rm MN\ os. 


对 于 (3.2.7), 我 们 还 可 有 

定理 3.2.8 在 局 部 规范 正 交 标 架 场 下 ,黎明 联络 形式 
wy 是 由 ow 唯一 确定 的 . 

证 明 设 男 有 联络 形式 go 则 根据 结构 方程 的 第 一 式 , 有 

0 一 之 az 人 (omw 一 cm) 
由 Qartan 引 理 得 
On — Wm— DD OW Oin= OR. 
因为 ww 和 6 都 是 反 称 的 , 故 又 有 O04 一 一 0 加 于 是 可 得 
， 0O& 一 0 即 wu—om. 

例 1 设 wER"+, 在 点 2 取 标 架 61,，…, emri( 不 一 定 是正 交 
的 )， 让 标 架 (w; er …，ensd) 作 一 个 微小 变动 ， 得 到 (z 十 gar er 十 
dei，.…， emz1 十 dems1)。 向 量 dw 和 des(4= 二 …, m 十 1) 仍 可 用 
原来 标 架 表示 , 设 


dpi0s 四 (3.2.8) 
”| A, B=1, “1 1 
dos— wes, 、 "tt (8.2.9) 


其 中 wo4 o 咯 是 关于 某 些 参 数 如 …， 刀 的 一 次 形式 ， 
对 (3.2.8) 两 边 外 微分 , 得 
0 一 (do“)e4 一 0 人 de 
将 (3.2.9) 代 入 上 式 , 得 
忆 (do4-+ogAos)es 一 0 
于 是 有 
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G04= — whAA wn. (3.2.10) 
类 似 地 ,对 (3.2.9) 两 边 外 微分 ， 再 利用 (3 2.9) 司 得 

do 入 一 一 Op 人 05， (3.2.11) 
(3.2.10) 和 (3.2.11) 就 是 ER"+! 的 结构 方程. 车 61, …， emri 是 
扩 站 下 奖 村 和 则 对 《e468》 一 84s 两 边 外 微分 还 可 得 | 
4 十 3 一 0. 3. 2. 12) 


现 设 S"(o) -ee Reea| lol- 十，。 为 正常 数 | 在 Be(o) 的 
任意 点 wm 取 Rm 的 规范 正 交 标 架 eu ，…，an， entz 全 


Sm+1i = CX, 
则 emyi 是 Sm(c) 在 z 点 的 单位 外 法 向 量 ， 于 是 
dd6m41 = 0%. (3.2.13) 
另 一 方面 ， 当 zw 限定 在 S"(c) 上 变动 时 ，dz 与 S"(0) 相 切 于 
5i 故 43.2.8) 成 为 国 
do (lh jb.<m). (3.2.14) 
将 它 代入 (3.2.13), 得 站 


jos-oom (3.2.15) 
再 由 (3.2.9) 和 (3.2.12), 得 四 四 
dem+1— os101. - (3.2.16) 
比较 以 上 两 式 , 便 有 
1_ 1 m+1 


Ont OF 一 一 Onmtt。 (3.2.17) 
利用 (3.2.11) 和 (3.2.17), 可 得 四 
gf 一 工 doksi 一 二 (一 罗 信 obsd) | : 
一 — .<0d, (3.2.18) 
间 理 , 有 


Gol=—o Nwf= oN 一 cp 人 人 007 


se 11s 


一 一 COx 人 af 十 2? (3.2.19) 
其 

(=o Ao. 

(3.2.18) 和 (3.2.19) 式 便 是 球面 S"(c) 的 结构 方程 。 

例 2 设 V"1 为 m+1 维 向 量 空间 , f= (1, 0,…, 0), …， 
fmii™ (0, ,0, 1) 为 标准 基 何 量 . 设 网， YE p+ 它们 的 分 量 表 
示 分 别 为 2 一 (2 "*") wti), y= (Y, “"") y"+1), 定义 喘 躺 ? >: 
这 m+t x m+ ->R 加 下 . z : 

< Dab> 24 十 Toniynt!, c 一 为 常数 . 
我 们 把 满足 关系 式 
四 《9 w= 二 
的 点 的 轨迹 
四 S—|oEV"+: lk, -二 | (3.2.90) 
称 为 广义 球面 . 
考虑 线性 变换 4: 入 mt-> 太 ndzF>4z 王 加 如 下 | 
Ww" — ASm®, 0%, B=1i,，., m 十 二 、 


它 将 广义 球面 变 成 其 自身 的 充 要 条 件 是 
le— A AN, 
Tnum 0 

其 中 . Go-| 0 直 
Oo 


这 样 的 变换 的 全 体 构成 一 个 群 G、 可 以 证 明 对 & 上 任 一 点 5 都 存 
在 G 中 的 一 个 变换 Gs; 它 将 % 变 到 fw 即 有 G5tfja 一 o。 再 设 
Gr 六 = 6;, 2 一 ，I70) 
于 是 有 

《%, 6;> =0, 《8;, 07 一 0 9，7 一 于 ,mm, 
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ra 


对 任 一 点 cE&S， 引 入 ei(w), …，en(z)，2， 显 然 它 们 是 线性 
无 关 的 , 放 可 令 
0 一 ci 十 cmd 0 
d6; = wi0; + Or 、 
仿 例 1， 易 得 


rt 


一 人， of” 一 一 0o0t， co 一 一 ao 
0 一 ce， 06 一 afo 一 CO， (*) 
这 样 可 在 广义 球面 8 上 引入 黎 最 度量 
0S 一 < 人 00，dz> 一 (oo 十 … 十 (on) 
以 下 我 们 来 求 对 应 于 这 个 度量 的 称 旦 台 络 形式 . 对 (*) 丙 
边界 微分 , 利用 (*), 便 可 得 
Gooi= — 5 A wi oo 十 of 一 一 小 
dot 一 一 o 和 过 二 cof 人 of n 
由 获 曼 联络 的 唯一 性 (定理 3.2. 3)， 即 知 oo 为 上 还 桨 吕 流 形 的 联 
络 1- 形 式 , 且 其 曲率 形式 为 


-本 Bao Kemo0 No . 
引入 上 述 度量 的 广义 球面 成 为 党 曲率 允 曼 流 形 ( 见 定 义 3. 3.3) . 


2. 2 共 变 微分 


设 Y 是 微分 流 形 M 上 的 仿 射 联络 , 则 对 任意 的 全 ECM)， 
陕 射 x: 久 (M)->2(M) 满 足 (3.1.9)， 以 ZCTI(M)) 表 示 了 
上 (7, s) 型 0 张 量 场 的 集合 ， 用 下 述 方式 可 诱导 映射 Vzx: 它 
(TCM)) GTM)). 

设 {ej} 是 用 的 局 部 标 架 场 ，{o 人 为 其 对 偶 标 架 场 .对 任 一 的 
ER(M), 我们 用 下 式 定义 Vzot 


。 功 3 。 


(olte)) 一 (Yazon0(ei) 十 of(Vxreh)， 
根据 (3.1.11), 上 式 成 为 (Vx@') (e;) 一 一 o4 人 故 得 


Vxw'= —0y(X ) ot. 
相仿 可 得 


Vx(@0’°) = (Xa,) 0 — on (rR 
= (Xo) + aaVe". 
因此 诱导 映射 Yx: CT3CM))->EBECTI3CM)) 也 满足 条 件 (3.1. 
9 ). | z 
同样 , 设 e€ 儿 (T8CM)), mE BTICM)), 可 定义 Vx(e@9w). 
此 外 , 设 o= wuex 了 一 D564, 易 得 
| (Vxo) (FY) = (oF)) —o(VrF), | 
”一 般 地 , 我 们 可 给 出 
定义 3.2.2 设 用 为 光滑 流 形 . 是 履 上 对 称 仿 射 联络 
WTEM)) 为 有 M 上 (r,s) 型 0” 张 量 场 空间 ， 对 于 久 E(M)， 
沿革 方向 的 共 变 导数 是 一 个 映射 
Vx:GTAM)) ETM)), 它 满足 下 述 法 则 ; 
(i) Vzxf=X(f), fEO™"(M); 
(ii) 车 w€EAXKM) 一 BT3( 阴 )), 则 对 任意 的 YEACM) 
(Vxo) (YF)= 了 XCF) -ovVrY); 
Ga 车 由 E GCTICM)), 则 对 任意 的 or， orE A'CM), 
Yy, .…， 了 ,GE 2 (M) | 
Vx$ (ow so Oy ;ee Ys) 
一 Vz( 史 ov， on 了 1，…， 了 了 。)) 


. . -> 地 (cl， 。 Vrcot， “00, 了 了 2， 和 Y,) 


bb 1 
-1 r + ma 一 二 
-所 = ， 


-名 Plo, "°°?, 0", Y,, “3 VzY pb ? Y,). 
(8.2.21) 
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对 于 沿 对 方向 的 共 变 导数 , 我 们 有 
命题 3.2.4 设 0E4(M) mE A:(M), 则 有 
Vx(O 人 mw) ~yz0 人 人 w+9 信 Vx (3 .2.22) 
利 , / i 
dO (Fi, **, Ket) — D1)"+tVx0 
(和 1 人。 … 于 1)， 
Ty, £0, RE RM). (3.2.28) 
证 明 〈3:2.22) 式 可 由 共 变 导数 的 定义 直接 验证 . 此外， 根 
据 (2.3.10) 直 接 算得 / 
G0 (KR1, ,Rt) ee 


r+1 z 
= (1)"HT0. (Fis a, «Tt)) 
Te i A A 2 
= -1)"HYr (OK 0, Ka, ,Trt)) | 
+ (TO Vr Xe Vx, 1 么 。， 和 


pe 了 .| 加 


= 了 (一 DYxob( 了 1 ”3 多 "sy ,1). 


以 下 给 出 共 变 导数 在 自然 标 架 下 的 表示 式 . 设 (D0, 9; 2 ) 为 
M 的 一 个 坐标 图 ， 和 


XX rm YY Ba 
Vr Fr = or (3.2.24) 

其 中 | . | 0 
Y=VjY'= +ThY™. (3.2.25) 


~ J 。 


设 (mi zx) 是 另 一 坐标 图 ， 记 
X-Xr 2 7r-zP 0. 
Or* 轩 


Ox 
类 似 地 VrxY = X*Y', ， 
| 
其 中 7% OFF. 
| 0 
因为 z | 
iz, Om: 0 
PT 
(3.2.26) 
比较 (3.2.24) 和 (3.2.26) 得 | 
一 了 Oz* Do 
“or xr! 


这 表示 由 (3.2. ,25) 定 义 的 了 是 一 个 (1， 村 张 量 的 分 最 ， 
相仿 ,对 于 “ 


p=,., Br A Bar 9_ yarn.. Bash ~ 


则 有 
Vib Xr 2 和 
(3.2.2) 
其 中 


$1 DO CY Toe dik j, 4 
gp [FE Py i a ~ - 人 和 近 的 纺 了 1 


-Tg fe- fet” ‘403. (38.2.28) 
是 (7， ;+1) 型 张 量 的 分 量 ， 这 是 经 典 意义 下 张 量 场 9“*y,.y, 求 共 
变 导数 (绝对 微分 ) 的 公式 . 

定义 8.2.3 车 对 于 任何 下 EQ(M) 均 有 Vz$=0， 则 称 张 
=* 了 0 = 


旺 场 由 关于 联络 己 是 平行 的 ， 设 y:(u 的 > 必 是 宁 的 曲线 
7 为 其 切 向 量 , 若 V? = 0, 则 称 少 沿 曲线 7 是 平行 的 . 
由 (3.2.27) 知 , 当 且 仅 当 ,yx 一 0 时 ,上 是 平行 的 .又 
由 (3.2.23), 车 微分 形式 9 是 平行 的 , 则 它 是 闭 的 , 即 49==0. 
定理 3.2.5 和 歼 曼 流 形 (M, 99 上 的 对 称 伤 射 联络 为 黎 受 
联络 的 充 要 条 件 是 9 关于 V 是 平行 的 . 
证 明 由 定义 3.2.3, 对 任意 的 卫 , 了 ， ZERM) 
Vxg(Y, Z)=Vx(g(¥, 2Z))~—g(VxY, 2) 
—g(Y, Vx2). 
另 一 方面 由 黎 曼 联络 的 性 质 (iii), 有 
Vx(g(Y, 2Z))=g(VzxY, 2)-+g9(Y, VxZ). 
综合 上 述 两 式 , 定理 得 证 首 
现 设 癌 量 场 有 1, > 沿 曲 线 ?7 是 平行 的 , 即 
VyRoa=0, (a 一 工 2)，- 
于 是 , 沿 有 曲线 7 
Xa, KYLRa, Fo 
《VyXa, Xe + Ta, Vy 


由 此 即 得 -0, (a, B=1, 2). . 

命题 3.2.6 设 V 是 黎 曼 流 形 (M, g) 的 黎 曼 联络 , 则 在 沿 曲 
线 的 平行 移动 (关于 Y) 下 ， 向 量 的 长 度 及 两 向 量 间 的 夹 角 是 不 变 
的 . | 
特别 , 当 曲 线 7 的 切 问 量 7 沿 曲线 为 平行 时 , 即 Vy7y 一 0, 则 
称 此 曲线 7 为 (M, g) 的 测 地 线 ， 有 关 测 地 线 的 理论 , 我 们 将 在 第 
四 章 中 前 述 . 

在 仿 射 联络 空间 中 ， 由 方向 共 变 导数 可 引出 一 般 其 变 微分 ， 

定义 8.2.& 设 (M, V) 是 仿 射 联络 空间 ， M 上 的 共 变 微分 
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(绝对 微分 ) 是 一 个 映射 子 : riO0) > Cin) Pv . 


它 由 下 式 定 义 ， 对 任意 的 仿 ,…, ( 00 和 XX, pg 
S42 CA, 有 
vp, . ;如 ， 大 1，………， Ts, Ev 
FG eG Ee (3.2.29) 
于 是 当 且 仅 当 册 的 共 恋 微分 v$=0 时 , 多 是 平行 的 . 
由 共 变 微分 的 定义 ,对 于 (7, s) 型 张 量 场 


中 _ gp ce .了 Fr se CW Br CocaGe。 。 .GOdw!s 


利用 (8.2.27) 和 (3.2.28)， 可 知 扣 “%.yww 正 是 (7， 0 
场 V# 的 分 量 , 即 有 


VY 史 一 9 -的 0 @2. ai. "Cdr, 
/ (3.2.30) 


其 中 $0,.yow 由 (3.2.28) 定 义 、 

以 下 考虑 在 一 般 标 架 场 {ei} (不 一 定 是 么 正 标 架 场 !) 下 V9 的 
表达 式 . 设 {w 上 为 对 偶 标 架 场 ， 根据 (3. 1 了 L) 和 定义 3.2.2 中 的 
(ii), 

Vxe=of(T)e, Vr = — wt (Tt. 
讨论 (1, 型 张 量 场 
ti | $= peo. 
利用 上 式 和 定义 3.2.4， 有 
VG, Z) VB ), 
而 
| Vzx$ = po dev aor daa 和 
= GX) + FT) — BF) 
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V9(.， RT)= (dF) + Oot (RT) 
— bicor(£) ed , *). 
另 一 方面 , 行 记 Y 一 droccoelcoo5 则 
VO(:, +, XR) = bror(T) (6Do!) (+). 

比较 以 上 两 式 , 便 得 

wr 一 十 融 4 一 和 w=D 砷 . 
了 4 称 为 $y 关于 仿 射 联络 V 的 共 变 微分 或 绝对 微分 ， 上 式 就 是 
它 的 定义 式 . 应 该 注意 , 这 里 的 喝 * 是 关于 一 般 标 架 场 {ej 和 {o4 


而 言 的 , 它 不 同 于 (3.2.28) 那 样 是 在 和 名所 35 | 下 


表示 的 . 

在 有 的 文献 中 为 区 别 起 见 ， 将 (3.2. 28) 中 左边 记 为 V4 
yy。 以下， 我 们 在 不 同 的 标 架 场 下 表示 同一 个 张 量 的 分 量 
时 ,往往 使 用 相同 的 记号 ,这 一 点 初学 者 要 特别 警惕 . 

一 般 地 ,对 于 

P= Pp,. 6: ‘Wer, Woo "COW, 
我 们 有 
Vo= Pp %,,. EA OO Ce 本 eof 
(3.2.31) 
其 中 


pt gs CO dp" “be 机 人 杀 OF 


+ 1™ as et py 5 tk 
(3.2.32) 


称 为 张 量 9*" 的 共 变 微分 ,于 是 (3.2.31) 也 可 以 写成 
VP = (DO,..,) De, We, Do Ow’, 
因为 / 
站， 


vOP) = TO VV, 
故 写 成 分 量 形式 就 有 
CC 
二 


(3.2.33) 
目 此 式 当 包含 缩 并 运算 时 仍然 威 立 . 
对 于 歼 曼 流 形 ( 必 ，g) 的 黎 曼 联络 V, 我 们 有 Y9 一 0, 放 
gy,»— 0. (383.2.34) 
于 是 , 对 于 共 绒 张 量 
goedes, 9" gw 08, 
也 有 
gi»=0. : (3.2.35) 
并 且 , 特别 也 有 
Py Di 下 
= gag yy 
Pg (gp,, a 
一 gp ™,,.. 4 ssk? 
等 关系 式 . 


$ 的 二 阶 共 变 微分 了 中 定义 为 (7 四 ), 它 是 (7, s 十 2) 型 张 量 
场 , 对 于 任意 的 外 ,…, rE Ai(M) 和 1…, Xs, 人,，Y 了 EN(M), 
根据 定义 3.2.4 和 3.2.2, 就 有 
V0!, ., Or, Fi, TR TT, FY) 
=(Vr(VP)) (FF, …, 0, 1,…, 革 s; XX) 
= Vr(Vx$ 0, …, 0., XX1,…, 硫 ,)) 


-BD VG "eg Vyg®, ”””) 0", XX， *“** 太 ,) 
vp, ”9 0", 1. “1 Vy 8a, *” 和 下， 
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~VyX$(0, .…, F, …， 太 ，) 
= (Vy(Vr9)) (0", "yp 0”, 广 3， “"", 不 凤 
YYC ， 0 态 1 "， Xs), 


因此 
VP(…; *， ”= Vr VP I Vr 人 Pt ). 
(8.2.36) 
对 于 对 称 仿 射 联络 了 ,定义 
R(X, YoEERI Vp VyVz$ Vx (3.2.%) 


则 由 (3.2.36) 和 (3.2.37), 使 得 下 述 命题 . 
命题 3.2.7 对 于 张 量 场 $B 和 任何 于 , 了 EGCM)， 成 立 
Kiooi 恒等式 
Vp(…; 六 ， 了 ) 一 V29(.……; Y, XX) : 
-ROY, X) $C )——R(X, TP. ). 


1 i 
在 一 般 标 架 场 下 , Ri 恒等式 可 表示 为 
Py 和 th 
-> WA -ea BR jan 
-AS ph “$p. 1 er tr ji BR” pl (3.2.88") 


这 是 一 个 关于 交换 求 共 变 导 数 次 序 的 重要 公式 ， 对 于 通常 的 欧 氏 
空间 , 由 于 网 氏 联 络 的 曲率 张 量 恒 消 失 ( 见 下 面 $ 3)， 因 而 可 随便 
交换 求 导 的 次 序 . 但 在 一 般 的 黎 曼 流 形 上 ,. 当 交换 求 共 变 导 数 的 次 
序 时 ， 必 须 遵循 此 Ricoi 恒等式 ， 这 也 是 初学 者 特别 要 注意 的 地 
方 . 


习题 
1. 证 明 由 (3.2. 了 9) 定义 的 仿 射 联络 Vx 了 Y 是 一 个 黎 曼联 络 . 
,161. 


2. 设 (M, 9g) 为 欢 曼 流 形 ， 在 自然 标 架 下 , 二 六 | 为 克 氏 每 号 ， 开 = 
Xr Y=Y; -2 为 任意 向 量 场 , 证明: 由 

_ 9 _ 《def.) 4 十 ‘vs | XN 

VzY~ Vz 0 Zr -2 人 之 + 协 ) 总 


by 
定义 的 Y 是 黎 曼 联络 . 
3., | 站 为 黎 曼 流 形 . fE02), XE2(UM), 有 日 局 部 可 表 成 X= 


-2., 了 的 梯度 gradf 局 部 地 可 天成 gradf 一 g- 2 -5 向量 场 民 的 
收 度 iivx- ZX}. Ed: 


.9 
div gradf = -将 3 (va, g4 y) 


式 中 1 人 G 一 det (g.7). ， 
4. 设 2 为 光滑 流 形 . y 为 对 称 仿 射 联络 , 设 {ey} 为 局 部 基 疝 量 场 to 人 
和 记分 分 别 是 对 偶 基 和 联结 二 -形式 . 证明: 
Vz = 一 OCXD of YXE 4(M). 
5. 设 (M"m, 办 为 黎 曼 流 形 , 必 = We. A AE “Adem 为 qi 形式 ， 其 中 
人 和 VGae » 
z 0, .7 me 中 有 相间 时 | 
Betm— | 1, ca …, $m) 为 偶 置 换 ， 
ee 一 二 (各 ) 为 奇 置换 . 
证 明 ，ose jz 一 0, 即 由 是 平行 的 . 
“6. 证明; (3.2.28) 定 义 的 ry .wm 是 (7, 3+ 人 型 张 量 的 分 轰 . 
，7. 在 歼 曼 流 形 中 ,对 称 仿 射 联络 车 满足 下 述 条件 之 一 :- : 
GD 沿 任何 曲线 的 平行 移动 时 , 向 量 的 长 度 不 变 ; 
Gi》 沿 任何 曲线 的 平行 移动 时 , 向 量 间 的 夹 角 不 变 ， 
则 此 仿 射 联络 是 黎 曼 联络 . : 
8. 设 CM", 四 为 连通 的 黎 曼 流 形 ，Xew,…, Xp《? 忆 m) 均 为 平行 向 量 
场 、 证 明 : 
G》 如 果 它 们 在 IX 的 某 一 点 线性 无 关 , 则 它们 在 用 的 各 点 是 线性 无 关 
的 ; 
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Ai 如 果 +=mw 且 它们 在 一 点 线性 无 关 ， 则 ( 政 , 9) 的 曲率 张 量 为 零 张 
量 . 

9. 设 C(M”，9 人 为 黎 曼 流 形 ， 它 具有 0” 余 向 量 标 架 场 !!，…， 9” 构成 的 
局 部 基 . 洲 存在 2 个 CO" 的 1- 形式 信 lj, k<m， 它们 满足 下 坟 两 个 条 件 

人 .dp -6 

(ii) AQg,s— 9 + 90.05, 
其 中 gu 一 人 so 61) {es} 为 9} 的 对 偶 标 架 场 、 证 明 下 式 定义 的 V 是 黎 曼 联 
络 | z | 

Vr(f'e,) = XC(fVe tf HR)es, VEERM), FEOC“ MU). 

10. 设 也 为 流 形 必 上 的 对 称 仿 射 联络 , bE%CTICM》)， bEvCTEOD), 

则 对 于 任意 向 量 场 驴 
VIGOP = +OOVry, 
特别 , 若 9E .ACM), mE A"(M), 则 有 
Vr(OAW) = V9 w+ OA Vz. 

人 设 CM1, 91)，(2s, 9s) 均 为 黎 疤 流 形 .VV 呈 分 别 为 它们 的 效 曼 
联络 .也 : M4>Ms 为 等 距 微 分 同 五 ， 即 gg 证 FC(VEY) = 
了 多 及 了， VX, YE RCMS. 

12. 设 (M” 急 为 连通 黎 曼 流 形 ，V 为 歼 受 联络 ， 4 为 二 阶 对 称 续 重 且 
V4 一 0 定义 线性 映射 4*; Ts(M) ee); veE™ 如 下 : 对 任意 的 
YET,M) 


(A*CX), YYs et Ax 7) (0)， 


设 ps 为 4* 的 特征 值 , se: 为 其 相应 的 单位 特征 向 量 , 证 明 : 
G) 所 有 特征 值 在 恤 上 均 为 常数 ; 
(ii) 车 ps 地 px， 则 lej, er》 二 0. 设 {64} 为 A* 的 特征 向 量 标 架 , 使 得 
《co 6 一 0sy 则 当 Pa pe 时 , 有 
(Ve es, x) =0, hb, 3, k=1, 
Gj) 设 p; 为 7? 重 根 ， 对 应 特征 向 量 为 “ 2 6) 则 Brx1, wy em 生成 的 
分 布 多 是 完全 可 称 的 . 


13. 设 $= 入 -Er@dw/ 是 Cl 型 张 量 场 ,在 自 外 标 架 下 证 角 Riosi 恒 . 
等 式 
一 Re 


“ AGd 。 


S3 曲 率 
3.1 曲率 张 量 
设 (Mg) 为 黎 曼 流 形 , 了 为 黎 曼联 络 ， 我 们 已 定义 划 生 了 
R(X, 了 ) 和 曲率 张 量 R. 
对 于 ,了 , 2, WER (CMY, 
R(X, Y)Z=VzVrZ —VyVxrZ — Vix,y12, 
(3.3.1) 
R(X, Y, 2, W)=<BR(Z, W)Y, XY, (3.38.2) 
它们 对 刻画 黎 曼 流 形 的 几何 性 质 是 十 分 重要 的 .我 们 先 证 明 
命题 3.3.1 对 任 总 的 辣 量 场 立 ， Y, 2Z, WEHR(M)， 划 率 
算 子 和 曲率 张 量 具有 下 述 关 系 式 : 
(i) ROT, YYZ FR(OY, X)Z=0, 
(ii) R(X, YF)Z+ROY, Z)X+R(Z, TY 0, 
1G RX, Y, 全, W)= —R(Y, X, 2, W) 
=-BRB(X,Y, W, 2) 
LCiy) RX Y, 2, W)= RCZ. W, X, YF). 
加 (3.3.3) 
证 明 ”由 (3.3.1) 即 得 关系 式 (i). ~ 
由 (8.3.1), V 的 无 挠 性 及 向 量 场 的 Jacobi 恒等式 得 
R(X, YZ+R(Y, Z)F+RGG, KY 
=Vx(VrZ — VsY)+Vy(VsR V22) 
+Vs(VxY —VyX) Yr nS — Yrs -Vg oY 
~[X[Y, 2]]+[Y, [2, X11+[2, [X, Y11=0. 
这 就 得 关系 式 ( 二 )， 由 证 明 过 程 可 见 ， 关系 式 G) 和 (站) 对 任何 对 
称 仿 射 联 络 均 成 立 .。 关系 式 ( 计 ) 称 为 第 一 Bianehi 恒等式 .特别 
对 于 黎 曼 联络 , 它 可 以 表 成 
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(过 RW, 2. ¥, Y)+RW, X, 7, 2) 
+R(W, Y, 2Z, X)=0. 


关系 式 (iii) 来 自 R(X, 7)- 一 R(Y, 邓 ) 和 效 曼 联络 了 的 


性 质 (iv)- 一 -保持 黎 曼 内 积 . 
最 后 , 类 似 于 (ii)' 机 可 有 员外 三 式 

R(X, Y, 2£, W)+RCX, 2Z, W, Y) 
+R(X, W, Y, 2)=0, 

R(Y, 2, W, X)+R(OY, W, X, 2) 
+BR(Y, X, Z, W)=0, 

R(Z, W, £, FRGZ, X, Y, W) 
+R(Z, FY, W, X)=0., 


将 以 上 四 式 相 加 , 利用 (i 过 ) 即 得 关系 式 (iv). 
设 a，…, en 是 一 般 局 部 标 架 场 , 根据 (3.2.6) 
/ 一 Rm—R(e, 0;, 6x, 61) 一 GP jn 
Rijn 6; = R(O, 601) 07. / 
我 们 有 分 量 形式 的 关系 式 
推论 。 对 于 1< 广 包 I<m 一 dim 耻 ,有 
i) Ri B'sm =0, 
(1) Bi t+ Ppyt Bi =0, 
| Rm Beast Fwy = 0, 
be Rum = — Pn = — Bossm 
(iv) Bim= Bmis. 


特别 , @1 
张 量 分 量 间 的 关系 式 . 


(3.3 .4 


…，en 为 自然 标 架 场 时 ， 以 上 即 为 经 典 理论 中 柳 曼 曲率 


命题 3.3.2 设 ( 有 ML, 9) 为 黎 曼 流 形 ，V 为 黎 螺 联络, 鼠 为 及 
的 黎 曼 曲率 张 量 , 则 对 于 任意 的 吾 ， 了, GZ， 天 环 E2% (UL 成 立 


VR(V, W, X, Y,Z)+VROV, W, Y, Z;¥) 


* 00 ， 


+vR(V, W, 2, X,Y) =0, (3.3.5) 
它 称 为 第 二 Bianohi 恒等式 . 
证 明 根据 共 变 微分 的 定义 . 黎 曼 联络 的 性 质 及 (3. 3.2)， 
VR(V, W, Y, 2Z; X)=(VYxR)(V, W, Y, 2) 
—XBR(Y, Z)W, VY— CBR(Y, 2Z)W, VxV> 
~—《R(Y, 2Z)VxW, V2— BR(VzY, 2)W, V> 
—<BIY, VxZ)W, VY= Vr(R(Y, Z)W), V> 
—CR(Y, Z)VxW, Vy- BR(VxY, 2)W, VY 
—<R(Y, VxZ)W, VY. (3.3.6) 
于 是 
VROV, W, X, Y;2Z)+VR(V, W, Y, 2Z; X) 
+VR(V, W, 人， X;Y) ~=Vx(R(Y, 2)W) 
+Vr(R(Z, XW)+Ve(R(X, YIW), VT 
—CBR(Y, Z)ViW + BR(Z, BVyW + R(X, Y)VsW, V) 
—R(VzxY, Z)W+R(Z, VrX)W, VY 
—《R(VyZ, X¥)W+R(X, VeY)W, > 
—R(VsX, YW+R(Y, V2)W, VY, 
而 由 (了, 了 ) 2 的 定义 ， 黎 曼联 络 的 对 称 性 及 向 量 场 的 Jaoobi 
恒等式 , 得 
Vi(R(Y, ZS)W)+Vr(R(Z, XW)+ VR, Y)W) 
~R(X, Y)YsW+R(Y, Z)VxW + R(Z, XT)VrW 
+R([X, Fl, Z)W+R(CZ, F], PW 
+R([Y, 2Z], ¥)W. 
由 这 两 式 及 联络 的 对 称 性 ，R( 及 , 了 ) = 一 R(Y， x), 即 得 (3 3. 
5). 
现 设 et，…， on 为 (MM， 0) 的 局 部 规范 正 交 标 架 场 ,os ; Om 
为 其 对 侦 标 架 场 , 则 有 结构 方程 (3.2.7). 
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外 微分 (3.2.7) 的 第 一 式 有 
0 一 -六 dy 人 oy 十 这 (Dj 和 人 dy 


0 
由 此 即 得 第 一 Bianehi 恒等式 | 
: FS 0s N=0. (3.383.D 
或 利用 (3.2.7) 的 第 三 式 , 它 可 改写 成 
RmtRut+Ran=0. (38.8.8) 


这 是 (3.3.4) ( 汪 ) 在 正 交规 范 标 架 场 下 的 情况 . 
外 微分 (3.2.7) 的 第 二 式 可 得 / 
G94 = > Dr MN\ on — > Om 9 (3. 3. 9) 


此 即 第 二 Bianohi 恒等式 ， 利用 张 量 场 Py, 的 兴 变 微 分 
及 由 和 的 表示 式 (3. 2. 32) DRim 为 Bsm 关于 规范 正 交 标 架 
下 的 共 变 微分 : 
DRim— dRim™ Tao 一 之 Rosa 
一 之 Rwom = Loi, WO 


则 (3.3.9) 式 就 等 价 于 
Rm st Rym,xt Himsit= 0. (3.3.10) 

对 于 自然 标 架 场 , 也 有 类 似 的 表达 式 . 

命题 3.3.38 在 任何 点 pE M, 向 量 (R(Z, 了 )2)s 仅 依赖 于 
向 量 场 卫 , 了, Z 在 p 点 的 值 了,, 了 ,, Zs， 因 此 每 对 向 量子 ，， 
了 ,ET,(M) 确 定 一 个 线性 变换 BR(Zp 了 :To(M)>To(M). 此 
外 , (BR( 了 ,了 , 2， 玉 ))s 仅 依赖 于 各 向 量 场 在 p 点 的 值 ， 且 黎 曼 曲 
率 张 量 仅 依 束 于 用 上 的 度量 张 量 . 

证 明 设 et …， en 为 局 部 标 架 场 
X=X'e,, Y=Y'io,, 0 一 68 W=W'e,, 
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由 (3.1.19) ，( 芝 了，2G)Hy>RR( 生 ， 功 )9 是 三 重 线性 的 ,页 
R(X, YZ = XIYIZ*R(e,, 0;)ex. 
因为 在 给 定点 PE M，( 忌 (el ej)en)s 与 间 量 场 无 关 , 而 们 ,了 1, 2* 
仅 在 p 点 取 值 , 所 以 (RC(, 了 )2)s 仅 依 束 于 向 量 场 全 ,了 , 2 在 
2 点 的 值 对 ,了 ,, 2,， 据 此 ，(B( 肝 ,了 , 2, W))s 也 仅 依赖 于 
.了 .2 到 在 p 点 的 值 ， 最 后 ， 由 (3.2.4), (3.1.31) 以 及 黎 曼 
内 积 即 知 , 黎 曼 曲率 张 量 仅 取决 于 M 上 度量 张 量 g. 自 
在 欧 氏 空间 六 "中 , 存在 正 交 坐 标 系 2;,…, w”", 使 得 


1 二 (zr 7) 一 Oo 
于 是 易 见 ER" 的 ( 黎 曼 ) 曲 率 张 量 为 零 张 量 . 
定义 3.3.1 曲率 张 量 为 零 张 量 的 黎 曼 流 形 ( 以 , g) 称 为 平坦 
黎 曙 流 形 , 其 度量 称 为 平坦 度量 . 
定理 3.8.4 在 平坦 黎 曼 流 形 (4， g) 的 各 点 都 存在 毕 标 图 
(U0, 9, w'), 使 得 . 


证 明 在 含 任何 点 2 的 坐标 图 (CU ,gp,o) 里 , 考 寺 Pfa 储 方程 组 

dn! wd 

6 一 把 | 放 az 部 | 为 吉 民 符号 
外 微分 后 , 归 第 为 四 

vt Fr jt ~0. ~ 
由 于 平坦 黎 曼 流 形 的 曲率 张 量 为 零 张 量 . 故 上 式 为 恒等式 ， 由 
Frobinous 定理 , 上 述 Pfaff 方程 组 是 完全 可 积 的 . 即 对 任意 的 初 
始 值 
oot( 人 时 0 一 0 w= det(bs) 0. 

Pfaf 方程 组 的 解 x*' 一 x‘(w) 在 p 的 邻 域 UiCU 中 唯一 存在 且 
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det( C 


5 )*0, 故 z+,…， z” 也 为 含 p 的 局 部 坐标 条 、 根 据 黎 昊 
联络 系数 的 变换 公式 (3.1.32)， 


Oy {1 -22 O98 (+ 8 4 
Om* [71 Ov’ Drl tpp OviOv!’ 


人 


即 得 | {1}=0 
于 是 S04 —0, 故 在 Ui 上 gi 为 常数 . 
人 


由 于 (9o) 是 正定 对 称 矩 阵 ， 由 线性 代数 知识 ， 通 过 线性 变换 ， 
可 使 (94) 化 为 mxm 单位 簿 阵 ， 因 此 在 Za 上 再 对 {2 实施 上 性 
变换 , 便 可 得 到 定理 中 所 述 的 坐标 系 .时 

设 (M, 9) 和 (应 , 9 均 为 m 黎 曼 流 形 , 由 : M 一 再 是 微分 同 胚 ， 
若 rg 一 g, 则 称 几 为 等 距 局 三 , 称 ( 戏 , g) 和 (入 ,9) 模 互 等 星 ， 

, 设 微分 同 紧 :MM> 闻 在 局 部 坐标 系 下 表示 成 

0 一 WO， 
则 为 等 距 同 胚 的 充 要 条 件 是 


~ Oxr Oz! 
li 一 Or Ori Owi ~ | 


故 由 定理 3.3 44 立即 下 面 推 论 . 
推论 平坦 黎 曼 流 形 局 部 等 距 于 网 氏 空 间 . 
例 圆柱 面 S+x R1 是 半径 为 1 

的 圆周 S87 和 直线 RK? 的 直 积 ( 见 图 ), 对 

于 圆柱 上 的 点 p(w, y, 2), 

w=—0080, y=sin0, ¢=%, O02. 

故 在 0<89<2z 的 范围 内 取 (8, 8) 为 其 

局 部 坐标 系 ， 于 是 i 在 此 图 柱 面 .下 的 


诱导 度量 ds* 一 d0'++dz ,因此 , 圆 桂 面 为 
平坦 黎 曼 流 形 。 由 此 例 可 见 , 平坦 黎 曼 图 an 
.169 。 


流 形 未 必 是 整体 的 欧 氏 空间 ， 
” 例 & m 维 环 面 : 
Zr 一 {(0 pp 0%) |0.E SY,, t=1, 1, m} 
= XxX. x Sl 
这 里 S 均 为 半径 为 工 的 圆周 。l 为 圆心 角 。 定义 Zm 的 度量 为 
直 积 度量 
Os” 一 之 (和 0 > 


由 Z" 是 平坦 的 , 注意 ,这样 的 二 维 ( 平 ) 环 而 7’ 不 能 等 四 浸入 到 
中 , 但 可 浸入 以 中 。 因此 ,这 种 平 环 面 不 同 于 通常 的 瑟 * 中 的 加 
环 面 . 1 i 四 


3 .2 ;截面 曲率 “Rioeci 草率 第 量 曲率 
设 (M， 9) 为 黎 曼 流 形 , 子 ,了 是 了 (2 ) 中 二 个 线性 无 关 的 向 
量 , 它们 张 成 全 ,( 攻 ) 中 的 一 个 二 维 子 空间 如, 如 CZo(M) 称 为 在 
2 点 由 下 和 张 成 的 平 堆 面 ， 设 卫 ', 了 ' 是 恕 中 另外 二 个 线 竹 
无 关 的 向 量 : 
X=—oX+oF, 了 /一 o 科 十 d7， 0 一 ad 一 06 尖 0， 
则 由 于 曲率 张 量 及 是 四 重 线性 的 以 及 命题 3.3.1， 
R(X"”, 7 人 7 )= 6°R( 人 ,了 , 太 ， FY). 
再 定义 一 个 (0, 4) 型 张 量 


def 


G(X, FY, 2Z, W)=—«X, 6 W2 一 < 之 ， WE 分 >， 
(3.3.1f 
易 见 G 也 具有 性 质 (3.3.3), 特别 
G(X 了 KY)=HG(X, Y, X,Y) 
=6 (| 了 一 < 入,， 了 >). 
因此 ,有 R(X, 了 ， ,了 )/G( 人 ,了 了， 及 ,了 ) 仅 与 且 必 T,( 及 ) 有 关 ， 
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向 与 子 , 了 在 妃 中 的 选取 无 关 ， 
定义 3.8.2 设 也 CT(M) 是 一 个 平 截面 , 芯 . 了 为 为 中 作 
但 一 个 线性 无 关 的 问 量 , 则 


R(X, YY, X,Y) 
"(BE) -Gr 六 x 


称 为 黎 曼 流 形 (M，9) 在 2 点 关于 平 截 面 如 的 截面 曲率 ， 简 称 截 
曲率 . 


特别 , 如 果 肚 , 了 为 单位 向 量 并 有 旦 相互 正 交 , 则 上 式 简化 为 
K,(B)= R(X, Y, 态 ， Y ). 
在 局 部 坐标 系 下 , 设 


有 一 爷 


(8.3.12) 


0 


Oz’ 1s 


了 一 了 一 一 - 


则 有 | 
Ra(p) TYIR*Y: 
KB) eg PY Rp 
定理 3.3.5 若 dimWH 一 2， 则 截面 曲率 即 为 到 的 .Gauss 曲 
率 ; 若 dimM>3: 则 及 在 后 的 曲线 张 量 由 六 在 2 成 的 所 有 (CT 
截面 ) 的 截面 曲率 唯一 确定 . 
证 明 ”定理 的 第 一 部 分 就 是 经 典 微分 几何 中 著名 Gausg 定 
理 . 可 根据 (3.3.13) 直 接 验 证 . 
现 证 定理 的 第 二 部 分 。 由 定义 3.3.2, 我 们 只 要 证 明 若 有 另 
一 满足 (3.3.3) 的 (0, 色 型 张 量 中 (及, 了 , Z, 玉 )， 并 且 对 任何 线 
性 无 关 的 对 ,了 ET 了 ,(M) 都 有 
R(X, Y, X,Y)= R(X, Y, X, FT), 
则 对 于 任意 的 卫 , 了 , 2, 下 ET,(M), 有 
R(X,Y, 和 W)=R(X,Y, 2,W). 
为 此 , 置 


(8.3.18) 
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S( 和 了, 2, W)=f(X, YF, 2, W)- R(XY,Y, 2,W), 
上 述 论述 等 价 于 证 明 . 如 果 对 于 任意 的 全, 了 ET,(MM)， 
S(X,Y, X,Y)=0, (3.3.14) 
则 S=0. 显 见 ,8 也 为 (0, 名 再 张 量 且 满足 (3.3.3) 中 (i 一 (iv)、 
将 S( 肝 二 2, 了, 邓 十 8, 了 ) =0 展开 , 由 于 (3.3.14) 得 
S(T,Y, 2,7)=0, VX,Y, ZET,(M). 
(3.3.15) 
再 将 S( 且 ,了 十 历 , 2 ,了 十 歼 )=0 展开 , 由 (3.3.15) 得 
S(X,Y, 2, W)-+S(X, W, 2, FY) =0, 
VR,Y, ZZ, WET,M). 
由 (3.3.3)(iD 又 有 : 
S(K,Y, 2Z, W)+S(X, 2, W, Y) 
+S(X, W, YY, 2)=0, 
即 得 . 
28S(X,Y,Z,W=8(X,2,Y, W). 
相仿 , 又 有 站 
28 (X, Z, YY, Wm)=S(F, ,ZZ, W), 
于 是 对 任意 的 ,了 ,ZWETA(M) 
SX, YF, 2,W)=0.8 
注 ， 若 置 K(X, 了 )=K(Y, X)=R(X, YY, X,Y) 
= KE) (lz I 12 一 < 了》 
可 验证 . | 


R(X, pA Y+W) -EK(Y+Z, 
F+W)—K(F, Y+W)—EK(Z, YF-+W)— K(K+Z, 
VY)—K(X+Z, W)+EK(CY, X+W)+K(Z, X+W) 
+K(Y+2Z, W)-+K(X, W)+K(Z, Y) 
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wl Pe 


-上 Com (TEE | 自 


—K(Y, W)—K(Z, X)}. 
由 此 定理 也 同样 得 证 . 

定义 3.3.3 设 (M，9g) 为 黎 曼 流 形 ， 若 M 在 2p 点 的 截面 曲 
率 及 ,( 力 ) 为 定 值 ， 即 与 平 截面 力 CT,(M) 的 位 置 无 关 ， 则 称 1 
在 Pp 点 是 迷 向 的 ，p 点 称 为 1 的 迷 向 点 .如 果 用 的 所 有 点 都 是 
迷 疝 点 ， 则 称 用 为 迷 向 流 形 。 特别， 当 Mr 的 截面 曲率 恒 为 常数 
时 , 即 FE( 妈 ) 既 与 刀 无 关 ， 也 与 点 2 无 关 , 则 称 杂 为 常 曲率 黎 
流 形 . 

命题 3.3.6 PE 为 (M， 9 的 迷 向 点 的 充 要 条 件 是 在 2 点 
有 
人 (PD) 一 Kk gg 一 gg (3.3.16) 
其 中 | : 
gy 一 《6i， 6 Rim= BR(e;, 6s, 6x, .61)) / 
{6;) 为 任 一 局 部 标 架 场 . 

证 明 车 p 是 用 的 迷 向 点 时 ， 对 任意 的 子 ， 了 YET,(M) 均 有 

R(X, Y, 2, W)™= KA(X, YF, 2Z, W) 
-Kk zf 区、 ZY, W> 
一 《 互 ， 丽 > 了， 2>}, (3.3.17) 

从 而 即 得 (3.3.16) .充分 性 是 明显 的 . 量 

注 .p 点 是 用 站 尖 站 点 的 这 要 条 伯 也 可 以 家 成 | 


Du(D) = Rm Ni—— KON (3.8.18) 
其 中 0, = ood » 


而 29， …，w* 是 6@1,…， em 的 对 偶 标 架 场 . 

常 曲率 黎 曼 流 形 显然 是 迷 向 流 形 。 反之 ,我 们 有 

定理 8.8.7(F. Sohur) 设 M 是 连通 的 迷 向 黎 昌 流 形 ， 且 
dimM >>3, 则 到 是 常 曲率 黎 曼 流 形 。 
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汪 明 设 {ed} 为 M 的 局 部 规范 正 交 标 架 场 ， 因 M 是 迷 向 流 
形 , 故 由 命题 3.3.6, 对 任何 pE 
Rm (D) = Ek (p) (dmdn— udsm) : (3.3.19) 
设 {wo 是 {ej} 的 对 侦 标 架 场 、 由 上 式 , M 的 结构 方程 为 
z : dw, = 一 之 A Wy+ on= 0, 
doy ~ 一 之 wu Nowt+ Ee Mow. 
外 微分 最 后 - 一 式 , 利用 绪 构 方程 , 它 归 结 为 
| 0K Mw Aw=0. 
由 于 dK = = Kw 
{or Ao Neos rictcjem) 4s(M) 的 基 , 故 若 mm 之 3， 则 得 
一 0 (=1,…:, m). 
从 而 局 部 地 上 = 站 又 国 M 是 连通 的 . 故 玉 在 整个 必 上 为 
常数 ， 即 M 是 常 曲 率 黎 曼 流 形 。 量 
完备 韦 通 的 常 曲 率 黎 曼 流 形 称 为 空间 形式 . 具有 相 同 常数 截 
面 曲率 区 6 的 单 连 遂 的 空间 形式 是 彼此 等 距 的 (参考 [和]). 
1. 6 一 0, 可 置 Mn 一 玉 " 具有 通常 的 欧 氏 度量 ; 


2. o>0, 可 置 过 "一 Sn(- 产 ) 为 届 oi 中 半径 为 -大 的 球 


面 , 具有 诱导 的 度量 (人 参见 本 章 82.1 的 例子 )。 
3 . 0o<0, 可 置 


Mn- 人 pe R"| 0) -人 
它 为 R”" 中 开 集 ,其 度量 由 下 式 给 定 : 
Pe 
现在 回 到 曲率 张 量 ， (8.8.1) 对 任何 并, 了 ECM), 映射 
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ZH>BR(Z，) 了 Y 确定 了 2 (MY(CM) 的 一 个 线性 变换 ， 特 别 ， 
在 某所 PE 让, 它 定义 一 个 了 (以 ) 一 了 ,(M) 的 线性 变换 。 这 个 线 
性 变换 的 迹 (关于 度量 g) 可 表达 为 
S(X, Y)=gKBR(e, A)Y, ey>, (3.3.20) 
其 中 {eu} 是 任 一 局 部 标 架 ， 本 
gy = 《er 0;>， (gp) = (gy) 

显然 ,S 是 一 个 (0, 2) 型 张 量 场 . 

根据 (3.3.2) 和 (3.3.3) 我 们 有 

S(X, 了 ) 一 的 Re 及 , 01) - 
一 久 尼 ( 下 ,6 了 ，6j) =S(Y, 有 A), 


， (3.3.21) 
因此 S 是 (ML, 9) 的 (0， 2) 型 对 称 张 量 场 


定义 3.3.& 由 (3.3. .20) 定 义 的 二 阶 对 称 共 变 张 量 声 8 称 为 
(M, 四 的 Riooi 张 量 场 ， 对 于 PpEM 和 单位 向 量 六 ETa(aD)， | 
Rio( 了 ， ) SC 了 六 5) 国生 
称 为 在 2 氮 没 至 * 方 问 的 Riooi 曲 率 . 如 果 对 所 有 的 pEM， 
Rie( 中 和) 与 了 无关, 而 仅 是 p 的 函数 ， 即 S 一 hg, 则 称 (M，9) 为 
爱 因 斯 坦 (Einstein) 流 形 . 
在 自然 标 架 下 , 设 


T= 0 了 -yi_2 


Om ， Bw! 
则 从 (3.3.20) 得 
S(X, Y)= RRIY'= RX, 


其 中 
hy < 开放 一 gg" Ry z / (3.3 .22) 
就 是 8 在 自然 标 架 下 的 分 量 , 因此 和 
BS= RdotCdor， (3.3.23) 
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特别 , 当 我 们 选取 局 部 正 交 规范 标 架 场 {fej} 时 ,就 有 
~ Y)= ZR(e,, 有 至 ) 了 ， 6:> 一 之 中 en Y, Ot) 天) 
(8.8.24) 
因此 
S = Ruyw'Co, (8 ‘3.24) 
其 中 {@} 是 {e} 的 对 侦 标 架 场 , 且 
Rs = Hywns, 
在 这 种 情况 下 , 沿 e 的 Rioei 曲率 为 
Rio(e;) 一 和 一 之 用 on 一 Rv. (3 .3 .26) 
根据 (3.3.12) 和 (3.2.6)，Rww 表示 由 es 和 。% 所 张 成 的 平 截面 的 
截面 曲率 , 因此 (3.3.25) 表 明 ; Riooi 曲率 是 截面 曲率 的 平均 ， 
由 Rioei 张 量 ， 我 们 可 以 在 每 点 PE 了 诱导 一 个 线性 映 英 
:了 TD,(M)->D,(M) , 它 称 为 Riooi 变换 ， 定义 如 下 ， 对 于 工 ,E 
py 象 RR*( 肝 ,) ET,(M) 由 下 式 给 定 
: <R*(X,), 1 2- Re 了 9)， 0 
其 实 , 由 (3.8.20) 易 知 


R(X =g" (Pp)S (AF,, ee. 
(def 


定义 3.3.5 Riooi 变换 的 迹 p = 一 tt 人 称 为 (af， 90) 的 纯 量 
曲率 或 数量 曲率 . 


显然 ,p 与 标 架 的 选取 无 关 , 它 是 至 上 的 函数 , 在 一 般 标 架 场 


下 
p=g Gg"R(er, 6,) 8s, 81> — 9 (64, 03) 
— gg" 及 (en 6,, 6 61) — gg Ry. (3.3.26) 
特别 , 在 正 交 规范 标 架 场 {6} 下 ， 
Pp~ 之 B= Bi. (3.,3.37) 
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因此 , 纯 量 曲率 是 Riooi 曲率 的 平均 有 时 也 用 五 = 之 代表 
p. 
设 (CM，9) 是 爱 因 斯 坦 流 形 , 则 8 =X%g, 于 是 
p= 和 gg(eo 67) =mX， 和 = 去， 
印 
8S = 二 9. (3.3.28) 


另 一 方面 ， 利 用 Bianohi 第 二 恒等式 (3.3. 10)， 从 (3.3.28) 
易 得 


mm—2 


px 一 (0 
因此 当 m 之 3 时 ,p 一 const., 这 就 证 得 
命题 3.8.8 车 (MM， 驴 为 爱 因 斯 坦 流 形 ,m 一 dim MHz>3， 则 
M 的 Riooi 张 量 
S=—£y, 
日 纯 量 曲率 p 一 常数 . 时 
显然 , 常 曲率 流 形 是 爱 因 斯 坦 流 形 .. 但 若 (M、 风 为 连通 的 爱 


因 斯 坦 流 形 且 dim M 一 3, 则 (ML, g) 为 常 曲率 歼 曼 流 形 ( 参 考 本 节 
的 习题 6 和 7)。 


3.3 共 形变 换 
设 (M, g) 是 m 维 黎 虽 流 形 ,pPEO-”( 了 M) 是 于 上 正 函 数 ,于 是 
0 一 02g (3.3.29) 
在 上 定义 了 一 个 新 的 黎 学 度量 9， 它 保持 向 量 间 的 夹 角 不 变 . 
(3.3.29) 称 为 黎 曼 度量 的 共 形 变换 . 特别 当 9 一 const， 时 ， 它 称 
为 相似 变换 。 
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用 六 和 允 分 别 表示 关于 9 和 5$ 的 黎 曼联 络 .… 对 应 的 克 氏 符 
号 分 别 用 | 名 [和 | ; 寺 表 示 , 那 么 ,对 于 任何 全, YE (MM), 有 
FrY -Vy = XI -ow(7)TY -LF, YO, 
VX, Y ER(CM), | (3.3.30) 
其 中 
To=oC Y), oo ddlogy), 
矿 是 w 的 对 偶 向 量 , 即 
《万 FI =w(F), VIER(N). 
在 局 部 坐标 系 {z 中 下 , (3.3.30) 成 为 


{ 计 =- 二 aa PIs (3.3.30" 
其 中 四 


g(r 2 (9 功 一 (9o) 本 


0.. 
p:™ (log 9),; -Be log 9p, 9'= ggy. 


本 20. 好 oD) 
| + 二 w(V)XZ， yy,, 于 ， Y ER(M). 


def 


《p(X), 了 > 一 9X, | 
于 是 ee 
R(X, TIZ= R(X, YZ— $Y, FR+S TR, ZY 
—<Y, Zp" (ZX)+AL, Zp (F ), (3.8.31) 
其 中 怠 和 分 别 表示 习 和 VY 的 曲率 张 量 ， 因 此， 相应 的 Bioot 
张 量 S 和 SS 有 关系 式 | : 
SC(ZX, y)—8(Y, Y)— (m— —2$(X, 了) 


ae IC。 


Au 


~ (tr $<Z, 了 >,. (3.3 .32) 
这 些 公式 在 局 部 坐标 系 下 成 为 
Rin= Rimt gd — pwd! -+ gp — gy (3.3.317) 
hk, Ky 和 (一 2) ii PRY : (3 .3. 32’) 
其 中 


Py~—$( Br 3 ) Pi 一 pps 二 二 gy pz 02 
04 一 9 .96 
因此 , 关于 9 和 g 的 纯 量 曲率 p 和 5 有 关系 式 
gp=p0—2(m—1)try, (3.3.33) 
其 中 红 一 ge ) 一 人 Ce. 
当 mm 之 3 时 , 若 令 
万 (部 7) 一 8(Z， y) 


一 ~ PP . 
Dm I ma Ye 


I(T), YY EE LX, Y), 
则 不 难 验 证 
: L=L-—9$, 
p(X)=I TF) -p(TF), 
或 在 局 部 坐标 系 {w 人 站 下 ， 
: Ly= 了 To 一 Pu pL = —9y, 
其 中 
Lo Ri 一 Gs 
m—2 2(m—1)(m—2) ” 
= gg Loy. 


将 这 些 表 达 式 代入 (8.3.31) 消 去 风 则 得 
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6=0 (83.8.34) 
其 中 张 量 O 由 下 式 定义 


O(X, YJZ= R(X, YYZ+L(Y, 2Z)X—L(X, 2)Y 
+Y, ZY I" (BR) -LT, 2 (了 )， (3.3.35) 


它 称 为 关于 度量 g 的 Weyl 共 形 曲率 张 量 ; C 是 关于 9 的 共 形 曲 
率 张 量 ， 
在 局 部 坐标 系 下 , (3.3.34) 和 (3.3.35) 分 别 为 
Ci = Oly, (3.3.347) 
其 中 
Om= Rut OD — 85 Ta 十 gaIA 一 go 
(3.3.351) 
这 样 , 我 们 就 证 明了 
命题 3.3.9 在 黎 曼 度量 的 共 形变 换 下 ,Woyl 共 形 曲率 张 量 
是 不 变 的 ; 此 外 , 当 m= 3 时 , 这 个 张 量 为 零 张 量 . 
下 面 ， 我 们 定义 三 阶 共 变 张 量 志 DD 如下， 


D(X, 7, 2) = (wm- 2) {VosL(X, YF)— VrL(X, 2)), 


(8.3.36) 
显然 , 它 关 于 了 和 2 是 反 称 的 .可 以 直接 验证 
PX, 三 2) = DX, Y, 2)—w(0(Z, Y)X). 
(3.3.37) 
在 局 部 坐标 系 下 , 就 有 
Din= (m—2) {Lv— Lom) (8.3.86") 
PD, = Dism— Oj. (3.3.37") 


对 (3.3.35) 两 边 共 变 微分 ， 利 用 第 二 Bianohi 恒等式 和 
(3.3.36) 得 


1 
Ci 十 Ci 十 Cr 272 -一 9 {6°xDisn 65Dom + ODuwy 
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+ gD'm—g9 i Di — gm D's}, 
上 式 关 于 1 和 如 缩 并 ,利用 O01w=0 和 Diy 一 g”Duy 一 0, 便 得 
Out 也 Daw. (3.3.38) 


由 (3.3.37) 和 (3.8.38), 结合 命题 3.3.9, 便 得 下 述 

命题 3.3.10 基 dim M = 和 =3， 则 由 (3.3.36) 定 义 的 张 量 
DD 在 度量 的 共 形 变换 下 是 不 变 的 , 若 和 >3 且 O=0, 则 忆 =0. 

定义 3.3.6 设 (MU,g) 是 mm 维 歼 受 流 形 , 若 对 于 每 点 EM， 
都 存在 一 个 包含 2 的 开 邻 域 I 及 口上 的 平坦 黎 曼 度量 9( 即 关于 
它 的 曲率 张 量 在 =0), 使 得 在 UU 上 yg 和 9 是 共 形 的 , 则 称 (M, 9) 
为 局 部 共 形 平坦 的 黎 曼 流 形 ， 

显然 , 欧 氏 空间 RE 中 的 曲面 都 是 共 形 平坦 的 ， 对 于 mm 之 3 的 
情况 我 们 有 

定理 3.3.11 (>3) 维 黎 曼 流 形 (4; 9) 为 局 部 共 形 平坦 的 
充 要 条 件 是 . 

(1) 当 m>3 时 ,O=0; 

(ii) 当 m=3 时 ,也 三 0. 
证 明 设 (M，9) 是 局 部 共 形 平坦 的 , 由 定义 3.3.6 在 任何 器 
上 ,=0 从 而 心 =0，5= 0, 于 是 根据 命题 3.3. 9 和 3. 3.10, 得 

O=0=0, D=D=0, / 
这 就 证 明了 必要 性 ， 现 证 充分 性 ， 考虑 偏 做 分 方程 组 
i 


1 | (3.3.39) 
Pid— PPI— FT 9 9 Prt Ls 


其 中 L, 


ma 30m Cm a) 9 

z =p. 

第 一 组 方程 的 可 积 性 条 件 由 于 第 二 组 方程 而 自然 满足 ， 第 二 组 方 
.781 。 


程 的 可 积 性 条 件 是 (参考 (3.2.38”)) 
Poth™— pew = PRlim, 


适 过 直接 计算 ,上 式 等 价 于 


piO lg ™ 


Don (8.3.40) 


当 m>>3 时 ,由 命题 3.3.10, 若 O 二 0, 则 吃 =0, 从 而 (3.3.40) 
恒 满 足 , 当 m= 二 3 时 , 由 命题 3.3.9， 此 时 0 三 0, 因此 若 D 二 0,. 则 
《8.3.40) 也 为 恒等式 .所 以 ,在 定理 的 条 件 下 ,方程 组 (3.3.39) 完 
全 可 积 . 这 样 , (3.3.39) 式 有 一 个 局 部 正解 p， 用 它 作 共 形 变换 
(3.3.29), 则 不 难 验证 
Lj=0 


再 由 (3.3.35/) 的 类 似 式 得 
Rin= On= Oum=0. 
最 后 的 等 号 是 已 知 条 件 , 这 就 证 明了 (Mg) 是 局 部 共 形 平坦 的 . 遇 

推论 ” 常 曲率 黎 曼 流 形 必 是 共 形 平坦 的 . mm(>3) 维 共 形 平 
坦 的 爱 因 斯 坦 流 形 是 常 曲率 黎 曼 流 形 . 

1960 年 Yamabe 提出 猜想 ， 在 每 个 m( 之 3) 维 紧 致 光滑 黎 员 
流 形 (M，g) 上 , 存在 一 个 光滑 正 函数 mp， 使 得 共 形 度量 IJ= pg 具 
有 常数 纯 量 曲率 这 归结 为 寻找 方程 (3.3.33) 的 整体 正解 ，1970 
年 ， 了 . Aubin 对 此 作出 了 很 大 贡献 . 1984 年 ， 这 个 猜测 已 被 
R. Schoen 完全 解决 . ( 见 J.Diff.Geom.,20(1984, 479 一 495.) 


习 是 
1. 证 明 (3.3.3y (iii) 式 ， 
R(X, Y, 2Z, W)=—R(Y, X, 2Z, W)=— R(X, Y, W, 2),. 
2. 证 明 : : 
Vr(BR(Y, ZW)+ Vr(R(Z, XW)+ Vs(R(X, 7)W) 
-BX, YT)VW +BR(Y, 2)VxW+B(Z, X)VrW 
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十 已 ([ 和 县 , 7], ZW+ROEY, 21, XW + RELZ, X], YW. 
3. 在 自然 标 架 下 , 直接 证 明 第 二 Bianchi 恒等式 (3.3.10)， 
Huw nT Bnn'nt Bene vo™ 0, 
4， 证明. 

R(X, Y, 8, W) 一 {K(X+2， YW)_E(Y+2, X+W) 
_E(X, YT+W) -KC(Z, Y+W) -KE(X+2, Y)_- K(X+Z, W) 
+E(Y, X+W)+E(Z, K+W)+E(Y+S, W+E(X, W) 
+EK(2, 7Y)—K(Y, W)—-E(Z, X)}. 

式 中 K(X, 了 )=R(X, Y, X, Y). 
5， 设 黎 黑 流 形 CXK”,，9) 的 黎 曼 曲率 张 量 王 满 足下 式 
R(X, Y, 2, W= 71{8(Y, 2)g(X, W) 
一 心 ( 了 ， W)og(Z., 2)}, 
式 中 访 为 Ricci 张 量 ,有 r m>>3, 则 CM"m, g) 为 常 曲 率 流 形 , 
6, 设 (M3, g) 是 三 维 获 曙 流 形 ， 在任 一 点 p EMasa, 取 坐 标 系 {z 外 使 得 在 


多 点 有 gu= 人 -2 ，- 共 F )=0, 1 下 证明 :对 于 5 纪 b 中 ,在 p 点 成 立 
Bu 一 尼 sxyz， 


1 1 
#0 gys 844 Grn tke 


Riys— guBRss— gyBe 二 pgugss=0, 

其 中 p 是 Ma 的 纯 量 曲率 , 即 p 一 g4B. 

7, 设 ( 凡 "m, g) 为 连通 的 地 nstein 流 形 ,ms>3， 

Q) 和 若 色 一 3, 则 CMVM”，9) 为 常 曲率 黎 曼 流 形 ， 

Gil) 若 \M”, 9) 的 数量 曲率 p 寺 0, 则 CM"m, g) 上 不 存在 平行 向 量 场 . 

8. 设 让 ?CR 为 漫 入 曲面 ， 且 具有 由 型 的 欧 氏 度量 所 诱导 的 黎 曼 度 
量 , 证明; MM? 上 的 截面 曲率 即 为 Gauss 曲率 . 

9 计算 球面 S"(r) 一 {ze Rm++|31(z)? 一 +?( 常 数 )} 的 截面 曲率 , Rioai 


曲率 和 数量 曲率 ，5"(r) 上 的 狐 肥 度量 是 由 再 "+ 的 欧 氏 度量 所 诱导 的 . 
10， 从 球面 5°(9) 一 42€ BR |(w 一 4 去掉 点 (0 0, 士 O) 得 到 黎 曼 


流 形 尾 ,在 旭 与 直线 二 的 直 积 空间 冯 X 志 上 引入 黎 概 度量 
*。 了 33 。 


d= (dw)?+ (d22)2+ (dm )? + (a sy ) ， 
在 上 取 球 坐标 (9, 2), 则 黎 曼 度量 成 为 
ds —=a(adg +sin2d dp?) + (dat— Kcos0O dp)?, K=oeonst,, 
(Gi) 证 明 :， 对 应 于 球面 绕 原点 的 任何 旋转 ， 在 政 Xx 工 中 有 局 部 等 距 映 
射 ; 
(ii) 证 明 : 关于 对 偶 空间 的 基 向 量 w!=ad0, w?==agin0 dp, w=Qi 一 
Kcos0 dg, 黎 曼 联络 二 形式 为 


Li 一 一 0 一 Ct Keos0 dp) + os0 dp, 


= 一 一 于 sin 0dp, 0 一 一 一 一 芝 - 909; 

(iii) 什么 条 件 下 ,1 x 工 是 常 曲 率 黎 曼 流 形 . 

11. 设 (U, g) 和 (M，, 分 均 为 黎 曼 流 形 ,5 一 p29g。 {o4 为 了 上 局 部 余 向 
重 标 架 场 ,o# 和 05 分 别 为 对 应 的 黎 曼 联络 1- 形 式 ， 证 明 : 
人 5 一 00 二 6002 log p+p! — pa. 
其 中 gs 由 下 式 定义 

po!'=alog yg. 

12. 证 明 (3.3.30) 式 ， 

13. 证 明 (3.3.31) 和 (3.3.33) 或 (3.3.31) 和 (3.3.337 

14. 证 明 m=8 时 (IL", g) 的 Weyl 共 形 曲率 张 量 为 零 张 量 . 

15. 设 Smn(y) 一 {Tze ER" |31C%)’ = ?2, ?>0}。 作 球 极 投影 

内 BS"C7) —{C0, », 0, 7)}—>BR". 

证 明 : $ 为 共 形 映射 , 即 对 于 歼 曼 流 形 (S"r), 软 和 (Bm, g) 有 3 一 p*g; 这 里 
9 是 Sm(r) CRmt1 的 诱导 度量 ,9 为 R* 上 的 欧 氏 度量 . : 

16. 任何 2 维 黎 曼 流 形 都 是 爱 因 斯 坦 的 , 它 的 纯 量 曲 率 未 必 为 常数 . 


$4 调和 形式 


4.1 Hodge 星 算 子 


设 (M, g) 是 m 维 定向 黎 曼 流 形 ， 其 黎 曼 度量 为 g。， 考虑 MM 
上 任 一 坐标 图 (0D, 9, 2 ,我 们 有 
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y= gy dv ds, (3.4.1) 
gs=( zor 7 , 
以 下 者 无 特殊 说 明 , 本 节 中 指标 取 值 范围 总 是 1,…*,，m， 
MM 的 体积 元 7 可 表示 成 ( 见 第 二 章 $ 4) 
n=MGdriN Ndo", GQ=det(gy). (3.4.2) 
为 了 便于 计算 , 我 们 引入 Kronecker 符号 
3 


d f Oi 人 oe 合计 
By 2 det “nh fs jy (1<r<m), 
On OF 20% 
(3.4.3) 


当 ”一 时 ， 这 就 是 通常 的 Kroneoker delta 65. 由 定义 式 
(3.4.3) 直 接 看 出 , Kroneoker 符号 具有 以 下 性 质 ， 
(i) 光村 关于 指标 (如 ，…， 全 ) 或 (和 …， 旋 ) 是 反对 称 的 
(这 车 匀 之 … 过 各 入 之 … 过 部 则 9 光一 如 …5 和 % 
0, 车 (并 … ,六 ) 不 是 ( 匀 ，…, 纪 ) 的 置换 ， 
(i) 6%=4 二 著 (入 …， 让 是 (名 …, 名 ) 的 偶 置换 ， 
一 1 二 知 (91…， Jj) 是 (如, …, 把 ) 的 奇 置换 ， 
体积 元 9 作为 了 L 的 m 次 形式 , 可 写成 
9 一 之 Nas OV No MN dtm 


-Tr Tamimdve 人 人 人 dw”, (3 .4.4) 


其 中 如 = ， 习 ， 表示 指标 按 大 小 顺序 排列 后 求 和 , 且 


Vidm = VG Oi | (3 4.5) 
显然 , 吃 = 一 0， 利 用 (3.2.23)，(3.23.2) 和 (3.2.32) , 便 得 
75 一人。 (3.4.6) 
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用 4"(2) 表 示 用 上 > 次 形式 构成 的 向 量 空间 ( 见 第 二 娠 
$ 3) , 我们 定义 Hodge 星 算 子 *:47( 了 1) 一 4" (如 下 : 
定义 3.4.1 设 aEA4A(M), 0<rso, 局 部 可 表示 为 
a 一 之 Gas dn A 人 do” : 


一 orGOa 人 .人 do (3.4.7) 
定义 “aaE4” (MI) 是 
i tg md 人 人 dcrfm， (3.4.8) 
其 中 
“oy ti = 之 人 人 mo (3 .4. 9) 
Og gg (9g) = (gy)™. 
“a 称 为 o 的 伴随 形式 . 
设 BE€ A'(M), 
8B = 之 有 Go 人 bi 人 Or (3 .和 4. 10) 


定义 3.4.2 "次 形式 a 和 BB 的 局 部 内 积 《a,B》 定 义 为 
《ai， B> Ce 之 0 


本 南 0 Bi (3.4.11) 


以 上 我 们 均 已 设 om,( 或 Bis,) 关于 揣 ,…, 馈 是 反对 称 的 . 
为 了 简化 计算 ， 有 时 取 局 部 正 交 规范 标 架 场 {e,} 及 其 对 偶 标 
架 场 {w ,这样 : 
gyu= es P= = MG=1. 
如 果 设 
0 一 之 PC (3.4.7 
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*w 一 >2 #0 .1 OO 人 .人 Coym (3.4.8’) 


其 中 “ay ， 一 之 Ohi gone ”nh om 
-~ 二 Bm nt. (8.4.9") 
于 是 , 在 正 交 规范 标 架 场 下 , 体积 元 可 写成 
n= 人 人 w=*1. (3.4.12) 


根据 定义 3.4.1 和 3.4.2 不 难 证 明 下 述 的 命题 . 

命题 3.4.1 设 BEA'M), JEO MD) 则 有 

(Ci) *(at+B)=*at*B, “(fo)=f(0), 

(i) ww 一 “0 一 (一 也 和 ai 

(iii) aN\*B=BN*a= Ca, 82 

证 明 ” (i) 和 (让 ) 蚌 简单 的 ,我们 只 证 (iii). 取 局 部 正 交 规范 
标 架 场 . 设 mw B 均 由 (3.4.7’) 型 式 子 给 出 ,利用 (3.4.8') 和 (3.4， 
9') 可 得 

wx 人 有 B== (之 ct.4On 人.… 人 ar) 入 (BD bi bin, 
“Om 人") = ,DB niin “jm 
‘ws 人 or 人 om 和 人 人 人 oe. 
最 后 和 式 中 的 非 零 项 具有 如 下 特征， 数组 ( 包 ，…, 纺 ) 和 (有 ,，…， 
刀 ) 只 相差 一 个 置换 ， 由 于 它们 都 按 大 小 顺序 排列 , 故 
| (br) = (bi, br). 
这 样 ， | 
oN\ “B= on ba hs sa A OFA wr A wi 
= (之 Gs Bais) ON Aw, 
这 里 第 二 个 等 号 是 因为 对 于 前 面 和 式 中 的 非 零 项 ， 数 组 (oa …， 
jm 必 是 (1 ，…， m0) 的 一 个 置换 。 到 然 (条 …， 和) 和 
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(ra …， 和 都 按 大 小 顺序 排列 。 则 当 (六 …,， 全 ) 固定 时 ，( 因 二 
"jm) 也 随 之 完全 确定 ; 换言之 ,前面 的 和 式 实际 上 只 对 指标 如， 
…， 血 求 和 , 再 根据 Kroneoker 符号 的 性 质 , 显然 有 

Op A 人 ar 人 oA Nw = 人 人 人" 

(下 下 指标 不 求 和 jj 
因此 , 再 由 定义 8.4.2 便 得 
oN\ B=<o Br. 
完全 类 似 地 可 证 
BM“a=<B, on= 0, Bn. 

推论 a 人 *a 一 0 当 且 仅 当 w=0. 

现在 给 出 Stokes 定理 的 散 度 形式 . 为 此 ， 设 M 只有 ( 逐 眉 ) 
光滑 边界 9 用 , 考 潜 某 个 a€ A*(M)， 它 的 局 部 表示 为 

a = Od, 

根据 定义 3.4.1, 我 们 有 


“or RR " 人 2 和 人 COfm， 


其 中 oi 一 0 2 一 GeV . 
对 m% 一 二 次 形式 “a Mh 得 


dC) = -oT Bp (Oi) Gr A pt A»- “ Advi" 
TT me) or dah A do 
~ i Ce, p) Migs A N Ao AN» Gavi 
一 >ACY p) Naja Go 人 do 和信 .… 人 doym. 
上 面 计算 中 , 第 二 个 等 号 是 利用 (3.2.28), 由 于 外 积 运算 满足 反 交 
摘 律 , 而 第 二 类 克 氏 符号 | 后] 关于 了 和 态 是 对 称 的 ， 故 得 该 等 式 
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等 三 个 等 号 基 根 据 (3.4.6). 
考察 最 后 和 式 中 非 零 的 项 ， 显 然 , 这 些 项 的 指标 数组 (b，j， 
fo) 应 是 (1，…，m) 的 一 个 置换 ; 当 (js，…, jm) 固定 时 ,#6 就 叭 
一 地 被 确定 了 . 另 一 方面 ， 由 (3.4. 站 ， 当 (js …, jm) 固 定时 ， 
ij 的 指标 4 也 被 唯一 确定 ( 汶 了 使 79053 站 0), 因此 ， 必 有 5%= 
b, 这 样 ,再 根据 (3.4.4 我 们 有 
> (wt, yp) Nig A MN dm No MN di™ 


一 >2 之 (0, 1 eps OT 人 th 人 “ 人 Qzfm 
一 之 | (oa >2 Viasat OT A os 人 .人 dofm} 
一 之 4o .99 
所 以 
GCC*a) = (div w)7， (8.4.13) 
式 中 diva 一 oi,; 称 为 a 的 散 度 . 
对 (3.4.13) 两 边 积 分 ， 由 Stokes 定理 2.4.3 便 得 下 述 定理 . 
定理 3.4.2 设 (M, g) 是 具有 光滑 边界 9M( 可 以 是 空 集 ) 的 
定向 紧 致 黎 曼 流 形 ,xcG4(aD) 则 


| ar on= | aa / (3.4.14) 


这 就 是 Stokes 公式 的 散 度 形式 . 

若 把 二 -形式 看 成 共 变 向 量 场 , 则 借助 度量 9, 可 得 到 对 偶 的 反 
变 向 量 场 . 反之 , 从 一 个 反 变 杀 量 场 可 得 到 对 侦 的 +- 形式 , 因此 ， 
定理 3.4.2 常 运用 于 ( 反 变 ) 何 量 场 、 设 wE 结 (及 )， 局 部 表示 为 

一 pr 
则 其 对 偶 二 形式 为 
Xm (Rig;) dm, 
于 是 (3.4.14) 可 写成 


» 189。 


| aivz)o=| CX), (3.4.14) 

其 中 div 于 二 环 ', 是 于 的 散 度 ， 上 式 的 Green 表示 见 第 五 童 
§ 2.1, 

推论 在 定理 3.4.2 的 假设 下 , 若 8M= 他 , 或 lsx 一 0, 则 有 

\ | ,div om9 一 0. 《3.4.15) 


若 M 是 非 紧 致 的 完备 流 形 ， 则 只 要 % 具有 紧 致 支 集 .公式 
(3.4.15) 同 样 成 立 ， 此 外 , 在 一 般 文献 中 ， 常 把 体积 元 9 写成 8 
或 “1; 在 不 引起 混 清 时 , 也 有 和 省略” 者. 


44.2 Laplace-Beltrami 算 子 


利用 Hodge 星 算 子 和 外 微分 算 子 ( 见 第 二 章 §3)， 我 们 可 以 
定义 余 微 分 (Oodifferential) 算 子 6:4'CM)->4'?7(MM) 方 法 如 下 ， 
Ar (CM) Am TM) Am rt M)— Ar 1M) 


(Lmr+hi1e 
定义 3.4.8 余 微 分 算 子 5:;4'(M) 一 4""(M) 定 义 为 
他 VE A (M), 
0=(—1) "rsdsg, VaE A(M), 1<rem. 

(3.4.16) 
满足 540 的 7( 之 了 次 微分 形式 a 称 为 余 闭 的 (oo-olosed); 车 存 
在 BE4+ CU) ,使 得 ==5B, 则 a 称 为 余 恰 当 的 (co-exact). 

根据 上述 定 义 ,不 难 直 接 验 证 下 面 的 命题 . / 

劝 题 8.4.3 余 微 分 算 子 6 具有 如 下 性 质 

(i) =6.6=0, 

(ii) *6d=—qd*, *ad6=éd*, 

(iii) d*6=6*d=0, 
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(iv) *8a=— (~1)'d*sa, Va€E A'(M), i<r<m, 
(VvV) 6xa=(—1) "dr, Va€ A'(M)., / 
证 明 从 咯 . 
为 了 给 出 余 微 分 算 子 8 的 另 一 解释 ， 我 们 引入 微分 形式 的 整 
体内 积 概念 . 
定义 3.4.4 设 1 是 紧 致 定向 的 黎 曼 流 形 ， BE 4'(M)， 
那 末 ,c 与 B 的 整体 内 积 (w，B) 定 义 为 
(w B)~| saA*8-| 人 By, (3.4.1) 
其 中 ?是 用 的 体积 元 , 《x，B》 是 由 (3.4.11) 给 定 的 局 部 内 积 . 
由 定义 3.4.2 命题 3.4.1 及 其 推论 , 易 知 
(o, B) = (8B, 0), 
(a, &) >0, 
并 且 后 一 式 中 等 号 成 立 当 且 仅 当 wx 一 0 
现在 可 以 看 到 , 关于 整体 内 积 , 算 子 6 和 d 是 互 为 共 轿 的 , 这 
就 是 下 述 定理 . 
定理 3.4.4 设 用 是 紧 致 无 边界 的 定向 黎 曼 流 形 ，aE 4 
(M), BE A (M), 则 y 
(da, B) = (a, 88). (3.4.18) 
证 明 首先 ,我 们 有 
a(aN*pB) asp 二 (DeAgeB， 
然后 两 边 积分 , 应 用 Stokes 定理 , 得 
(do, 四 一 (一 9] <Aanp， 
再 根据 命题 3.4.3 的 性 质 (iv) ,由 于 BE 4"++(M), 故 有 
(—D) "gd*B=*6p, 
因此 ， (da, B) =—| aN\*8B~ (a, 356) 
推论 。 若 aE€ 4*(M), 则 
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人 (07 =0. 


定理 3.4.4 为 我 们 提供 了 计算 余 微 分 的 另 一 途径 . 
命题 3.4.5 设 aE4A'(M) 在 自然 基 下 由 (3.4.7) 给 出 ,， 则 有 
Ga= 一 > ( Go gas) ga 人 .人 dow! 


YL AVE “A do™, 
(8.4.19) 


~ 元 = 2 


其 中 Le 出 (3. 2. 28) 定义 。 
证 明 设 BE4 一 (Ca) 是 至 上 具有 紧 致 支 集 的 任 一 个 (7 一 寺 ) 
次 微分 形式 ， 它 的 局 部 表达 式 为 


B= Tr Be aa 人 … 人 dz， 


1 36. 
J 是 dr 


0 入 0 入 入 op 一 


-Gr Bi do A dm A N do (3.4.20) 


因为 a, 关于 指标 是 反对 称 的 , 则 由 (3.4. 9) 确 定 的 om “ 关 
于 指标 也 是 反对 称 的 .因此 ， Ee 4.20) 得 : 


《dB 0 = i Bo 1 ja a 
男 一 方面 , 在 记 


Ox= 


-Dr 1 
TT owt, -3 oh 人 .… Ado, 
则 《<pB, -TT ramet ns Bt 


一 ET ol 
因此 ， 人 p, 心 一 CB, 07 一 二 alrt Bi ), 
一 iv DC， 
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其 中 9- 下 Ton-rsBee aotE dM). 


对 上 式 两 边 积分 , 根据 定理 3.4.3 的 推论 , 我 们 有 
|,<a8, om=-| 8, om 


即 (dB, 四 一 (B, o) .再 根据 定理 3.4.4 得 
(8 60) = (8, o). 
由 于 6 的 任意 性 , 便 得 ba o. 
上 述 命题 也 可 用 不 变形 式 来 表达 , 即 | 
推论 设 a€4"(M), 则 对 于 任意 的 全,…, 并 :ES CM)， 
有 : 
BaFs, 7°, Kes) ~ —BV0) (ee Ry, Re) 


(3.4.21) 
其 中 {ei} 是 以 上 的 局 部 正 交 规范 标 架 场 . | 
利用 外 微分 算 子 和 余 微 分 算 子 ， 就 可 给 出 微分 流 形 上 的 -- -个 


十 分 重要 的 微分 算 子 一 Laplaoe-Beltrami 算 子 . 
定义 8.4.5 ”线性 映射 | | 
A CES gg_d8:A(M)->A CM), 0<r<m 


: (3.4.22) 
称 为 莹 曼 流 形 ( 到 , g) 上 的 Laplaco-Beltrami 算 子 ,或 简称 
Laplaeian， 满足 Aa==0 的 微分 形式 a 称 为 调和 形式 ， 特别 地 ， 
满足 Aj 一 0 的 函数 JE 4?"(M) 称 为 调和 函数 ， i 

注 ， 对 于 了 EA4"M), 有 65]=0, 故 Af=-564f。 . 

从 定义 可 直接 验证 

命题 3.4.6 对 于 算 子 A, 有 

(i) A=— (d+6)?, 

(ii). goA=Aod= 一 geopog， 
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(iii) SoA 一 Ao5 一 一 8o0o8 
(GV) “A 一 A* 
证 明 
doA=—— (dd8-tadd) = —ddd— —(d8d+ 86dd) = Aod， 
8oA= ~ (848-+ 0680) =— — 86d0— — 846.-d86— Aod, 
*A=—(*dd8+*80D) = — (5d*+00:)—A*. 
定理 3.4.7 设 ( 用 , g) 是 紧 致 无 边界 的 定向 黎 虽 流 形 ，aE 
4(MN), 则 a 是 调和 形式 的 充 要 条 件 为 o 既是 闭 的 又 是 余 闭 的 . 换 
育 之 ， | 
Aa= 0¢eyda=0, Gaw 0. 
证 明 ”由 定理 3.4.4 和 (3.4.22), 有 
: ~ (Aag, a) = (dot dda, o) 
~ (6%, 60) + (do, do), 
因为 (go a) >0，(3a,60) >>0, 故 当 Ax 一 0 时 ， 必 须 da 一 5a 一 0. 
其 逆 是 显然 的 . 和 
推论 设 (MM, g) 是 紧 致 无 边界 的 定向 黎 晶 证 形 , 。 0 ,BE 
A(M), 0<r@Em, 则 
(Au B) = (a, AB), (3.4.22") 
换言之 , 算 子 A 是 自 共 轿 的 . | 
“由 于 定理 3.4.7 及 其 推论 , 故人 是 一 个 正定 ( 精 回 型 ) 的 自 共 
轿 算 子 . 
为 了 说 明 (3.4.22) 与 通常 的 Laplaoe 算 子 的 关系 ,我 们 有 
命题 3.4.8 对 于 JE ACM), 有 
Af = gf, 
-6 六 2 VG9 让 ) 
(3.4.23) 
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其 中 G 一 Get(g)，〈99) = (gy)™. 

证 明 ”第 一 个 等 式 是 Af =- 一 586. 的 直接 结果 . 第 二 个 等 号 
可 通过 共 变 导数 的 张 量 计算 直接 验证 ( 见 本 章 § 2), 下 面 给 出 另 一 
简单 证 明 . 

考虑 任 一 点 PE 和 包含 2 点 的 一 个 坐标 图 (IT p，z0)， 在 
U0 上任 取 可 微 函 数 有 :0U->B, 使 


== supp (21) CCU. 
根据 定理 3.4.4, 我 们 有 


|, BA)7= —| Kah, ap 


A 


(3.4.24) 
另 一 方面 , 由 于 0 与 9(0)CER" 微分 同 胚 , 故 fop ”和 hogp 
都 是 pg(U0) 上 的 可 微 函 数 , 且 
supp(hog ) =9p(D) Cop(U). 
为 简单 起 见 , 这 些 画 数 仍 记 为 了 和 ,这样 ， 


-| (9 -0 2h)VG dN MN do 
~ -| (总 Ov’ HVG BS ) Ne N dam 
-| 一遍 OT IVG BN don 


9 jy_of ,人 J 


sD) 


(8.4.25) 
当 p(D) 看 成 欧 氏 空间 R" 的 子 集 时 , dv+ 信 … 信 do" 是 的 全 
积 元 (关于 网 氏 度 量 )， le V2 


as 190 « 


支 集 的 下 述 向 量 场 苹 的 散 度 div 六 , 这 里 
二 _0f 0 
Xx- (hy VG - 订 ) 
由 定理 3.4.3 的 推论 ,可见 (3.4.25) 的 最 后 等 式 右 侧 第 一 式 为 零 ， 
而 后 一 式 等 于 


(Vag -2 厅 )|VBamA… .人 dy" 


高 (ay 勤 h 


| a Om 


-2 
因此 , 从 (38.4.24) 得 


| (RAf)nN= | [a 3 (VG Oj )] 
出 于 的 任意 性 和 点 PE ML 的 任意 性 ， 便 得 (3.4.23) 中 最 后 的 等 
式 ， 
由 (3.4.23) 可 见 ， 对 于 欧 反 空间 尽 的 欧 民 诬 量 
A- Da 
但 是 , 也 有 不 少 文献 中 把 (8.4.22) 改 为 
A=~d5+6d, 
这 就 与 通常 的 Laplace 算 子 卷 一 符号 . 这 是 初学 者 要 注意 的 . 
(3.4.23) 的 另 一 种 表达 形式 是 
推论 对 于 fE4%M), 有 | 
A f= Vf, @)=tr Vf=tr Vaf, (8.4.26) 


其 中 让 V? 称 为 迹 Laplace，(es} 是 任 一 正 交 规范 标 架 场 . 
对 于 一 般 的 7( 之 1) 次 微分 形式 , 我 们 有 
定理 3.4.9(Weitzenbbck 公式 ) 设 aE€ 4A'(M), rr 之 1,，f{e.} 
是 MK 上 一 个 局 部 正 交 规范 标 架 场 . 则 对 于 不 …, ,E22 (MM)， 
成 立 i 
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(Aa) (X11, 四 太 ，,) = (try ao (X11, “y 三 ) 
-D1)'Z(R(e, ti) 0) (6ei XL ”” 全 ,不 )， 


(3.4.27) 
其 中 RCe， 于 0)o 由 (3.2.37) 给 定 , 革 , 表示 取消 马 :. 
这 个 定理 的 证 明 用 下 一 章 提 到 的 法 坐标 系 最 简便 , 此 处 从 略 ， 
我 们 具 对 7=1 的 特殊 情况 给 出 证 明 , 即 
推论 设 aE4A1(M), 对 是 a 的 对 偶 向 量 场 ， 则 对 于 任意 的 
YEA(M), 有 
Ag(Y)=tr Via(Y)—S(X¥, Y), (3.4.28) 
其 中 5S 是 ( 凡 , 9) 的 Riooi 张 量 场 . 
证 明 ”在 自然 标 架 下 , 设 a 二 odw，, 则 其 对 偶 向 量 场 了 为 


下 一 0 Tr oil 一 Ia， 


根据 定义 3.4.5, 利用 (3.4.9) 和 Riooi 恒等式 (3.2.38’)， 不 难得 
到 
z — Aa=—ddnt Ode 
一 一 ooyGo 十 (got 一 go sm) Gv: 
一 一 go sx! + (0 ,4 — 0 ,14) Oo 
= — ge, drt ot Binder 
= — gto, drt Ro dw. 
这 就 是 (3.4.28) 在 自然 标 架 场 下 的 表达 式 . 目 


4.3 了 odge 定理 及 其 几何 应 用 
设 (M, 9) 是 紧 致 无 边界 的 定向 黎 曼 流 形 , 且 dim 用 一 mm 已 
给 o€ 4'(M), 是 否 存在 wE 4A'( 放 ), 使 得 一 Aw==o? 换 言 之 ,方程 
-Aw=o 有 人 解 的 充 要 条 件 是 什么 ? Hodge 定理 解答 了 这 个 问题 . 
令 
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Hr(M) = fcE4rrM)IAa=0y=kerA， (8.4.29) 
若 存 在 w€E 4'(M) 使 ~Aw=o, 则 对 于 任何 a€ HH"(M), 有 
—(0, @) = (Aw, %) 一 (o@，Aa) 一 0， 
即 o 必须 与 五 上 水 ) 正 交 , 记 成 5 了 上 瑟 "4W)、Hodge 定理 指出 ,这 
个 条 件 也 是 充分 的 . 为 了 叙述 Hodge 定理 , 我 们 再 引入 两 个 子 空 
间 d4r-1(MNJC4rCN 和 34r0MJC4r(CM)， 
GdA1(M) = {dala€ A'1(M)}, 
Ari(M)= {6ala€E A't+i( M)}. 
定理 3.4.10 (Hodge 分 解 定理 ) 对 于 每 个 整数 7(0<r< 
m), "(MM) 是 有 限 维 的 ,并且 4"( 履 ) 有 下 述 正 交 直 和 分 解 ， 
A'(M)=(—A)A'( MBH'(M) | 
=-0A4A(M)DEAA(MIOH(M) 
"dA (MBDA MDH'M). 
/ (3.4.31) 
因此 ,方程 一 Aw=o 有 人 解 w€ A"( 凡 ) 的 充 要 条 件 是 oH"(M). 
这 个 定理 的 详细 证 明 可 参考 [65]， 现在 我 们 和 用 分 解 式 (3 全. 
31) 给 出 一 Aw 一 o 有 解 的 充分 性 证 明 . 
设 oLH"(M)， 则 (3.4.31) 表 上 明 ， 存 在 a€E€ 4"(M) 和 BE 
4"* 4) 使 得 


(8.4.30) 


Oo 二 68. 
现在 只 要 证 明 : 存 在 所 v€ 4"(MM) 使 
一 AU =da， 一 A 人 yy 一 4， 

这 时 oo 一 4 十 7 就 是 方程 的 解 。 事实 上 ,连续 使 用 Hodge 分 解 定 
理 我 们 有 

xc 一 0od 二 86 aaE 五 (5h)， 

Bi=dars-t Bs+Yys, YE H'(M), 
因此 , 吧 =o0p 0B1 一 6doz, 从 而 
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da = ddda, = — Adas. 
这 样 ,5= gos， 存 在、 同 理 可 证 > 也 存在 . 
调和 形式 的 重要 性 在 于 它 -和 deRham 上 同调 类 ( 见 第 二 章 
§ 3.2) 的 下 述 关 系 . : / 
定理 3.4.11 设 ( 用 ,gg) 是 紧 致 定向 的 黎 曼 流 形 ，。 则 每 个 上 
同调 类 都 有 唯一 的 调和 表示 .。 换言之 , 不 同 的 调和 形式 不 可 能 属 
于 同一 个 上 同调 类 . 
证 明 令 h:4r'(M)->H"( 针 HY) 是 关于 分 解 式 (3.4.31) 的 投影 
喘 射 阁 wE 4"( 及 ) 是 闲 的 , 则 由 (3.4.31) 得 
w=00h(w), ‘aEA (MM). 
这 表明 与 4(w)E "(MM) 是 上 同调 的 , 即 
[wj] = [Ah(@)1EH'(M, EK), : 
其 中 刁 "(M, 尼 ) 表 示 必 上 第 "个 de Rham 上 同调 群 ( 见 第 三 章 
8$ 3.2)， 但 因 五 (MI) 4 一 (MD) 故 不 同 的 调和 形式 必 属 于 不 同 
的 上 同调 类 ， 其实 ,车 y1，7Y2€ "CMHD) 且 [yj = [7sj), 则 
71 一 ?3 一 du， a€EA(M), 
由 Hodge 的 正 交 分 解 定 理 , 可 见 
du 十 (7?2 一 731) 一 0 
意味 着 ou 一 0， MI 一 ?2 
因此 ,h(w) 在 瑟 "( 攻 ) 中 是 唯一 的 .上 
由 和 定理 3.4.1 可 兄 , 五 "好 ) 与 互 "CUM , 如 ) 同 构 , 即 
H'(M)SH'(M, ERE). 
再 由 Hodge 定理 便 得 
推论 de Rham 上 同调 群 H"(AM， 如 )，0<r7rso”， 都 其 有 限 
维 的 . 
出 此 ,我 们 可 给 出 下 述 定 义 . 
定义 3.4.6 黎 曼 流 形 ( 必 ,9g) 的 第 7 个 Bitti 数 Bi( 屠 ) 定 义 
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为 
B(M)= dim H'(M, R)~dim H'(M), 0<r<m, 
(3.4.82) 
它们 的 代数 和 
x(M)=—B(—1)"B(M) (3.4.33) 
称 为 的 了 uler-poinoar6 示 性 数 . 
以 下 设 (MK，g) 是 紧 致 无 边界 的 m 维 定向 黎 曼 流 形 , 设 
[o] EH'(M, R)， ”其 中 w€EH'CM)， 
[0] EH"-"(M, R)， 其 中 0EH"-"r(M). 
那么 ,上 同调 类 [co] 中 的 一 般 元 素 可 写 为 @ 十 du a€ 4-1( 用 ), 类 
似 地 ，[9] 中 一 般 元 素 为 6+dB, BE 4m-*-1(MM)， 注 意 到 ww 和 0 
都 是 调和 形式 , 应 用 定理 3.4.7 及 Stokes 定理 , 我 们 有 


| (+aa) A (0+08) 
-| (orda) M0+| (oda) gp 
-| .oA0+| acAg) 
-(—1)" {a((w+do) Ap) 
-| oAe (3.4:84) 


这 就 导致 定义 7 次 上 同调 类 与 m 一 7 次 上 同 调 类 的 Poinoar6 数 
积 . 
定义 3.4.7 设 ( 用 , 9) 是 紧 致 无 边界 的 mn 维 定向 察 曼 流 
形 . Poincaré 数 积 PP 是 一 个 双 线 性 映射 
P:H'(H, R)xH”"-’(M, R)->R, 
它 定义 为 
sbO0O 。 


P(fo], [901) = Po 9)=| on0, (3.4.35) 


其 中 EH'(M), OEH" (NM). 
命题 3.4.12 双 线 性 映射 (3.4.35) 是 非 昭 化 的 . 
证 明 设 [w] EBH'(M, 避 ) 且 wE 瑟 54) 所 谓 双 线性 欢 
射 (3.4.35) 是 非凡 化 的 ， 意 即 知 1o] 非 零 ， 则 可 确定 一 个 非 零 的 
[9) EH""(M, 屁 ), 使 得 P(w, 0) 到 0， 事 实 上 ,因为 [w] 非 零 , 故 
wEH'(M) 不 恒 为 零 . 由 命题 3.4.6 的 性 质 (ivY), A*w==*Aw==0, 
好 "woEH™ "(MM). UL ol EH"™(M, 好 ) 于 是 
P(@, “0) =| oA* ~ (wo wow)>0 
而 且 P(o, *o) 一 0 当 且 仅 当 w=0. 是 
定理 3.4.13 Poinoaré 数 积 诱导 了 H'(M,K)SH"'(M, 
已 ) 之 间 的 一 个 同 构 ,0 和 7 
证 明 ” 双 线 性 映射 (3.4.35) 确 定 了 一 个 线性 映射 
L:H'(M, R)— CH" "(MM, ER))”, 
它 定义 为 : VE H'(M, 开 )，ZeoE (五 ”4 有)) 成 立 


| Lol(0)n—P(w, 0), VOE H""(M, R), (3.4.36) 


其 中 (一 (M， 有))* 是 五 "一 有) 的 对 偶 空 间 ,? 为 体积 元 . 
根据 命题 3.4.12, 这 样 的 工 是 一 个 同 构 , 因此 我 们 有 
H'(M, R)SCH""(M, REHM, E).i 
推论 
& (CM)=Adim H'(M, R)=dim nH"” (NM, E) 
= Bn_r(M). (3.4.37) 
命题 3.4.14 若 dim 及 =m 为 奇数 , 则 x( 开 ) =0. 
证 明 . 由 (3.4.37)， 定 义 式 (3.4.33) 中 的 项 (一 1)'B:( 以 ) 与 
(一 1)”'Bm_r( 必 ) 一 (一 -7B,(M) 成 对 抵消 , 即 得 证 . 量 
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命题 3.4.16 若 (M, 外 是 紧 致 无 边界 的 mm 维 定 向 连通 黎 黑 

流 形 , 则 
H"(M, R)sE. 
证 明 由 定理 3.4.13 得 
H"(M, ER)SH(M, ER), 
又 由 定理 3.4.11, 
万 o(M , R) <H'(M), 

后 者 表示 以 上 调和 函数 的 全 体 ， 由 于 (以 , g) 是 紧 致 无 边界 的 定 
向 连通 流 形 . 根据 定理 3.4.7,〈《 六 , g) 上 的 调和 沙 数 必 为 常数 ， 


即 
HM)E. 


命题 3.4.16 设 (M, 9g) 是 紧 致 无 边界 的 定向 黎 曼 流 形 ， 若 
M 具有 正 Ricoi 曲率 , 则 
~ Bi(M)=Bn_1(M)=0. (3.4.38) 
证 明 设 a€EHi(M), 了 EA(M) 是 a 的 对 偶 向 量 场 ， 由 于 
a 的 调和 性 , 利用 (3.4.28) 得 : 
0 一 一 Au 和) 一 一 在 V a( 广 ) 十 访 ( 基 ， 克 )) 
疯 边 积分 , 出 定理 83.4.4 的 推论 , 得 


0- 一 | trvia(X)+| .SCZ, 工 ) 


-| lval?+| 8(Z， 互 ) 关 0. 

因此 ， Va 一 0， RS(X ,三 ) 一 0. 
既然 Rio( 到 )>0, 放 上 述 第 二 式 表 明 芋 =0， 即 a=0。 由 于 exE 
H*(M) 的 任意 性 , 故 

BAM)=dim H'(M)=0. 
再 用 (3.4.37) 

Bn-i1(M)=0. 
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习 题 


.证 明 命 题 3.4.1. 
， 验 证 命题 3.4.3. 


. 证 明 :车 oe 41C2), 则 | Gen 一 0. 


,证 明 命题 3.4.6. 
. 设 a€ 47(WM), 对 任意 的 六 1，…， Xr_1€ 2) 证明: 
(00) (X1, …， XD = — V0) (es 及 147 *, Er), 


其 中 {e,} 是 局 部 规范 正 交 标 架 . 
6. 直接 验证 公式 (3.4.23). 
7. 设 是 紧 致 无 边 的 光滑 歼 曼 流 形 ，h, fFEO?(M)。 证明 下 面 的 


Green 公式 


me 


| ay-7ADn=0. 


8. 设 {2 人 是 欧 氏 空间 BR" 的 直角 坐标 系 , 倒 
0 一 之 A 


写 出 gc, *a, 6a 及 Ac 的 表达 式 . 
9. 在 (UM, 9) 上 取 测 地 极 誉 标 系 ; / 
g= (ar)?+gwy(r, 0)a0'd0, 工科 人 j, km—l, 
设 f=f(r) 与 409 无关 ,证 明 
Af=f"+- 了 2 f+F -号 log VG， 
其 中 G= ldet(gs) 1， ”2 表示 关于 * 的 普通 求 导 。 
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第 四 章 测 地 线 


$i 测 地 线 与 浏 地 完备 性 
”1.1 测 地 线 与 指数 映射 ”法 坐标 系 
设 (M, g) 为 m 维 黎 曼 流 形 , V 为 MK 上 黎 曼 联络 ，M 上 的 一 
条 参数 化 曲线 是 一 个 光滑 映射 >:T= (4, 2->M，M 上 沿 7 的 向 
重 场 六 是 一 个 映射 ， 它 对 每 个 ET， 指定 一 个 切 向 量 VE 
Txw(M)， 如 果 对 了 上 任何 光滑 函数 有 t=>7Vsf 都 确定 了 I 上 
的 一 个 光滑 函数 , 则 称 沿 > 的 向 量 场 六 是 光滑 的 。 因 此 ， 


= 学- -7 各 mt ) 
所 定义 的 曲线 y 的 切 (速度 ) 向量 扬 是 当 7 的 向 量 场 、 上 式 中 
-表示 一 维 流 形 上 的 标准 向 量 场 . 而 7,:T;(T)~>Txw 《MM) 是 
由 7 诱导 的 切 映 射 : 


定义 .1.1 如 果 沿 ?7 的 向 量 场 了 满足 
VyV =0, (4.1.1) 


则 称 广 是 沿 7 平行 的 ， 特别, 若 ?> 的 切 向 量 y 没 ?7 是 平行 的 , 即 
Vyy 一 0， (4.1.2) 


则 曲线 > 为 用 上 的 测 地 线 . 
测 地 线 的 微分 方程 为 ( 见 (3.1.35)) 


‘a 4 1 
+ 和 等 -0 (4.1.3) 


设 了 是 测 地 线 , 则 
yy Y=2<V7y7, 7Y7=0., 
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改 的 切 向 量 7 的 长 度 


ly | =<y, yy = const. 9 

Ppyr ?7 为 稍 数 ， 引 入 ?7 的 弧 长 

8 的 一 |， lyhas 
则 有 

s(t) = |y’|i-toonst, 
这 样 , 我 们 已 证 得 
”命题 4.1.1 测 池 线 y:(g, 8) 一 及 ,tH>y( 引 的 参数 是 的 
弧 长 s 的 线性 函数 .而且 ,tt 为 弧 长 参数 ， 当 且 仅 当 "(21=1., 

|y 趾 =1 的 测 地 线 称 为 正规 测 地 线 . 

引 理工 对 任 一 点 PoE4, 存在 po 的 一 个 邻 域 VU 和 一 个 正 数 
s>>0, 使 得 对 于 每 个 pEU 和 每 个 向 量 2€ET(M),， <s， 存 在 
唯一 的 一 条 测 地 线 yo:( 一 2，2) 一 以, 它 满足 条 件 

Yo(0)=p, 7v(0) = 

证 明 根据 常 微分 方程 理论 , 存在 po 的 一 个 邻 域 U 和 二 个 正 
数 st，ss>0, 使 得 对 于 每 个 PEU 和 每 个 ET 了 (MM)， io 一 sz 都 
有 唯一 的 一 条 测 地 线 7:( 一 2e>， 2s) 一 MH， 它 满足 所 述 的 初始 条 
件 | : 

?yo(0) =p, 70) =. 
选取 8 二 8182, 对 于 lw < 之 s 定义 
yo:(—2, 2)—>M, tal82d). 
因为 y,(#) = 827,0, (828), 
帮 ?ye 是 测 地 线 , 此 外 ， 
ya(0) 一 yoya(0) 一 2， (0) 一 ss7oo(0) 一 2 

引 理 得 证 。 量 

现 设 9%E235( 2) 且 假 定 存在 一 条 测 地 线 7:[0, 1] 一 法， 使 得 


* 000。 


7(0)=p, 7 00) 一 9。 (4.1.4) 
今 用 expp(%) 来 表示 上 述 测 地 线 7 上 的 点 7(D), 即 
z expo(o) 7y(1). (4.1.5) 
这 样 , 就 能 确定 TT,( 有 HD) 中 原点 的 一 个 邻 域 B 到 1 的 一 个 映射 
exp BCTAM))—>M. 
定义 .1.2 由 (4.1.5) 确定 的 有 映射 expy:B(CT,(M))->M 
称 为 关于 点 2 的 指数 映射 . 
其 几何 意义 是 浪 7 由 Pp 到 ?>(H =expsg(%) 的 弧 长 等 于 |wvi. 而 
由 引 理 1 知道 , 车 vi 充分 小 ， 则 expp(2) 是 确定 的 ; 当 12 很 大 时 ， 
expz(2?) 未 必 有 意义 .。 不过, 如果 它 是 有 意义 的 , 则 expp《2) 总 是 唯 
一 确定 的 . 
命题 4.1.23 役 pE 了 用， 且 对 v2ET,(M)，exps(v?) 是 有 意义 
的 ， 则 exps(tv) 对 于 每 个 如 [让 <1， 是 有 定义 的 。、 并且 7( 一 
expsiw 是 测 地 线 , 它 满足 条 件 . / 
Y=p, YAO) 一 1. 
证 明 设 ?7( 为 为 测 地 线 使 得 
7(0O0=p 7Y(0)=v erpw=7(1). 
设 7( 引 为 测 地 线 ， 使 
7(0)=p, YO0)=ov, exppv=7(l), le|<1. 
易 见 -y(t)io—o, (0 |1-o=%, 
且 y(0t) 也 为 测 地 线 , 故 由 常 微 分 方程 的 解 的 唯一 性 , 得 
Y(t)=7(0t), expy0 =7(1) =7y(0). 
再 以 了 代替 oc 即 有 
y(t)=expsto. 
使 用 局 部 坐标 , 设 
p~(o), Ve(z), 
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则 满足 (4.1.4) 的 测 地 线 方 程 为 

sahtot'— 瑟 1 | re 十 (4.1.6) 
设 了 民 为 到 上 切 从 ， (U, P) 为 2 的 华 标 图 (wg 、…，w”") 为 其 局 
部 坐标 , 点 PED 的 切 向 量 可 表 成 吉 -27， 从 而 (25 om; … 


Ee") 为 TU (CTM) 上 的 局 部 坐标 。 据 引 理 1， 对 于 每 一 个 g€EU， 
映射 : 
(g, VV) F> expaV 


是 在 (p, 0) ETM 的 一 个 邻 域 信 (CTM) 上 有 定义 的 ， 县 进而 在 
上 是 可 微 的 . 
研究 光滑 映射 :2W->M x MM， 


(gq, VPP Cg, V)= (gqg, expoV ). 


用 (y+ 2") 表示 在 XTU(C 必 x 用) 上 的 诱导 
坐标 , 则 的 局 部 坐标 表示 为 / 


Y 一 多， 
[et Ger (人 一 工 ,mm) 
故我 们 有 
oO © 1 1 9 t ne 0 
-让 + 
a\_/a_{1 9 
Fger)- (3: -tr 
因此 ,也 在 (p, 0) 处 的 Jacobi 矩阵 为 (-@F 了 ") 是 非 奇异 的 ， 由 反 
函数 定理 ， 六 微分 同 胚 地 把 (p, 0) ETM 的 某 个 邻 域 多 ' 映射 到 
(p, 2)EMXxM 的 某 个 邻 域 上 ， 可 设 
WU’'={(g, oO)ETMercm vETAM)Nv)<s}, 
再 选取 2 的 一 个 小 邻 域 到 ,使 得 WWXWCP(W'), 于 是 我 们 有 
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定理 和 人 .1.3 对 每 一 点 PEM， 存 在 2 的 一 个 邻 域 WW 和正 数 
8>>0U, 使 得 

(i ) WW 内 任何 两 点 可 用 在 可 中 长 度 小 于 s 的 唯一 的 一 条 测 
地 线 相 连接 ; 

《让 ) 这 条 测 地 线 光滑 地 依赖 于 这 两 个 点 , 即 若 tiH>exputo(0 
<t<1) 为 连接 gr 和 gs 的 测 地 线 ， 则 (qi, v) ETM 可 微 地 依赖 于 
(gq1,， gq2); 

(iii) 对 每 个 g9g€WW， 指 数 遇 射 expg 把 Te4M) 上 的 开 8- 球 . 

N.(q)= 二 {2vETolM)|lwl 过 sa} 微分 同上 胚 地 上 映 到 牙 的 一 个 开 集 
UPW)LE. 

证 明 考虑 上 述 的 邻 域 天 和 人 V’ 对 应 的 s>0. 

《ii ) 对 于 任何 两 点 91,，9sE€ 玉 ， 由 于 如 是 微 分 同 胚 , 故 存在 
唯一 的 2€ETo( 内 )， lvoe,) 使 f(gi, gz) = (qi, 9) ER. 显然 ， 
22 一 6Xba。 因此 yo(t) — 6xpa (tv) 就 是 所 求 之 测 地 线 . 

(这 ) 注意 到 9 一 expai(q2), 上 述 测 地 线 可 改写 为 

yo(t) =0xpa(t expa (92)), (0&ie1) 
于 是 , 由 常 微分 方程 理论 , 便 得 (i) 的 论断 . 

(iii) 因为 expe 可 看 成 映射 加，.) (固定 第 一 个 变量 )， 媳 
然 卫 是 微分 同 胚 , 故 expo 亦 然 ， 量 

更 进一步 , 可 以 选取 及， 使 得 连接 帮 内 任何 两 点 的 测 地 线 全 

部 位 于 本 中 . 这 样 的 三 称 为 点 2 的 测 地 凸 邻 域 ， (参考 [16], p. 
305). 
”由 上 述 定 理 的 (iii), 对 于 一 点 gE 到 ,指数 映射 expa: ND, 
为 微分 同 胚 ， 我 们 取 ?8( 开 ) 的 一 个 么 正 基 er …， em; ”任何 VE 
T(M) 可 表 为 =yies。 由 此 定义 微分 同 胚 内 :TO( 履 ) 一 RR" 为 v= 
Vedt> (外 ，…，Y"”)， 它 把 人 入 :CTA(M) 映 为 BB” 中 的 一 个 开 s- 球 
Bs (0)， 这 样 ， 复合 映射 9 一 出 oexpz :Uo 一 Bs?(0)CE" 就 把 点 g 
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的 一 个 开 邻 域 立 。 人 B”(0), 即 
MIU > 一 -一 一 > 全。 —* Bn(0) CR". 
因此 ， (U,, 9) 成 为 天 上 的 一 个 坐标 图 , 
定义 412 (U,, pp; y'), 9 三 Wo expy ， ， 称 为 g 点 的 法 坐标 
定理 .1.4 设 (Uo, gp, 9 为 关于 点 9 的 法 坐标 图 , 则 有 
(i) gy(0) =6,, 
(证 ) 过 9 点 的 测 地 线 方程 为 y' 一 a't, a'== const.， 
(ii 5 (0)=0， 即 (v3 7) 0. 
证 明 首先 
p(g) 一 小 oexpil(g) = (0) = (0, : 0). 
注意 到 微分 同 让 放 导 的 切 映射 是 同 构 ， 放 自 法 坐标 系 的 作法 吻 
(BF) = 因此 ， | 
gy(0) 一 ga ， 57| , )- ga(@, 8;) = Ow. 
其 次 ， 恨 据 法 举 标 系 的 定义 及 命题 4.1.2 满足 初始 条 件 
7(0)=g, 7 (0) 一 v=a'e; 的 测 地 线 y。 是 


yo(t) =expa(tw) =expao yh (ta, »…, ta”) 
9 (to, “"°)， ta™) 。 


(gf”, *, ") =g9(y0(b)) = to, ph | 引 王 se。 
这 就 是 (五 ). 


现 证 (iii). 因为 测 地 线 方程 与 坐标 系 选取 无 关 放 在 法 举 标 
系 (y) 下 , 也 是 (4.1.3) 形 状 , 即 


oy 1 于 _0 
ot gk) at dt " 
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这 里 | 各} 表示 在 法 坐标 系 (y) 下 的 克 氏 符号 ， 把 (11) 的 测 地 线 方 
程 代 入 上 式 , 便 得 | 名 | ,aia 一 0， 特别 有 | 多 loniar 一 0. 由 于 a 的 


任意 性 及 黎 曼联 络 的 对 称 性 , 便 得 | 名 (0) 一 0。 再 从 克 氏 符号 的 
定义 式 (3.2.4), 易 知 


ee ii 


琴 -td 吕 罗 -和 
因此 ,各 |(0) 一 0 等 价 于 (iii)。 量 
现在 回 到 定理 4.1.3 中 (i 这 ) 所 述 的 点 gE€ 玉 和 开 集 UCM， 
我 们 有 
定理 4.1.5 (Gauss 引 理 ) 在 Us 中 过 9 的 测 地 线 是 戏 中 超 
曲面 : : 
{expa(2)|vE TM), vl =o0nst. 天 sj 
的 正 交 轨 线 . 
年 理 所 述 的 超 曲 面 称 为 测 地 超 球面 . 
证 明 令 sH>ots)ETeUD) 表 示 To( 履 ) 中 的 一 条 曲线 ， 它 满 
足 上 vw(s) 上 上 =i。 我 们 只 和 需 证 明 Uo 中 的 曲线 
st>expa(tov(s)), ssEI= [0, 1], 0<<s 
与 径 向 测 地 线 
ti>expa(tv(80)), 0<t<s, soCT 
是 正 交 的 。 考虑 参数 化 曲面 F:(0, 8) xI—>M， 
($ SPE, 8)=expe(tv(s)), 0<t<e, ssEL, 


ne 
因此 , 只 要 证 明 对 所 有 的 (t, 8)， 
《ZE PF>=0. 


因为 > 了 F(t so 是 测 地 线 , 故 
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fl 内 


[P', P= P| |~0, 


故 有 
FKP, Ps>— KP:, VrFs>=KP:, Vrbty 
-PCP!, P'S=—0. 
即 <Fl，B,> 与 # 无 关 , 但 当 太 >0 时 又 有 
lim F(t, 3) 一 9. 
故 lim ,一 0, 从 而 
《Ps:, FPF.>=0. 
用 Sa(7) 表 示 测 地 超 球 面 
Sa(7) = {expa(v) 12E TM), vl =7}, 
记 Ua\{g} 二 【Se(r), 讨论 (Uo\{g}, expa ), 可 用 (7, 的 ，…， 


9"?)E(0， a) Xp" 一 (由 来 表示 Ua\ {gq} 中 的 点 的 坐标 、 由 Gauss 
引 理 ,度量 形式 可 下 成 


do 一 ar 十 号 gu(r, 0)d0'a0’, (4.1.7) 
这 样 的 坐标 系 称 为 测 地 极 和 坐标 系 ， 据 此 ， 
， 
Ea 
命题 4.1.6 在 除去 原点 的 法 坐标 图 中 , 径 疝 函数 
VT 
的 梯度 grady 是 元 
证 明 ”如 所 知 , 一 个 函数 了 的 梯度 gradf 是 一 个 回 量 场 ,其 征 
.211. 


义 为 对 任何 的 和 GE 和 (CN 
<gradf, X>=—Af(X)=Xf. 

使 用 测 地 极 坐 标 系 7， 个 ,，…, 9 若 

X=n 二 + 2 
则 

(2 Xx) -9 人 5 十 村 一 私 7。 
故 grad r 一 区 站 
顺便 指出 , 在 自然 标 架 下 ， 
ee 

故 3 为 其 共 变 分 量 , 9! 避 为 其 反 变 分 量 


可 在 我 们 来 还 小 范 国内 测 地 绩 的 星 任 为 此 ， 先 叙述 下 
列 引 理 . 

引 理 对 于 定理 4.1.5 所 述 的 测 地 超 球 面 , 在 Ug 中 连接 以 
4 为 中 心 的 两 个 同心 测 地 超 球面 的 最 短 曲 线 是 测 地 射线 段 . 

证 明 考虑 任 一 分 段 光 滑 曲 线 cc: [es， 妇 一 Vew {g}， 由 定理 
4.1.3, 其 上 每 点 ac 人 纺 均 可 唯一 地 表 为 ezpa(r(b2(b) 的 形状 ， 其 
中 0<7( 坟 < v(t) ETAM), Iv(2D)1~1. 于 是 ， 为 了 证 明 引 更 
2, 只 须 证 明 o 的 长 度 也 ve 满足 


7 ~ | [oC lat |rC5) —r (0) |, 


其 中 等 式 仅 当 函数 "( 纺 单调 且 函 数 2( 引 为 常 值 时 才 成 立 . 
令 了 (7, 雪 一 exzpetro 电 ) 因而 ac( 芒 一 bb， 切 。 于 是 ， 


的 =- w+ 
根据 Gauss 引 理 , 上 式 右 端 的 两 个 向 量 相互 正 交 ,并 且 
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所 以 1cGOP=lr 的 二 | | >lrGl 
其 中 等 号 仅 当 3 一 0 时 才 成 立 , 即 仅 当 凶 一 0 时 才 成 立 ， 因 此 ， 


mA MA Om 


式 中 等 号 仅 当 ”所 单 调 且 2 加 为 常 值 时 才 成 立 ， 即 仅 当 o(#) 为 测 
地 射线 段 时 才 成 立 ， 量 

定理 .i YY 设 po 为 黎 曼 流 形 玉 上 任 一 点 ， 则 存在 po 的 一 
个 邻 域 厂 和 正 数 s, 使 得 对 于 连接 厂 内 任 两 点 的 长 度 <s 的 测 地 
线 y:[0, 中 一 WW 和 连接 同样 两 点 的 任何 分 段 光 清油 线 o:[0, 如 -> 
M 恒 有 

7 的 长 度 工 ,<o 的 长 度 工 。， 
其 中 等 式 仅 当 o([0, 种 ) 与 7Y([0, 人) 重合 时 才 成 立 . 

证 明 对 于 poE 虱 ， 考 虑 定理 4.1.3 所 述 的 邻 域 开 和 正 数 
8. 记 p 一 7(0), 9 一 7(、 由 定理 4.14.3, 指数 映射 expsg:N,(p) 一 
U, 是 微分 同 胚 ， 于 是 ,9 可 唯一 表 为 

g~7(D) =expy(Ly?), Ly<s, ET M), lvl=1. 

(i ) 先 设 o 完全 位 于 U0 中、 对 任何 充分 小 的 5>0, 曲线 o 
必定 含有 一 个 线段 ， 把 中 心 为 2 半径 为 8 的 测 地 超 球 面 连接 到 同 
心 的 半径 为 也 的 测 地 超 球 面 , 并 位 于 这 两 个 超 球 面 之 间 ， 根 据 引 
理 2, 这 个 线段 的 长 度 将 4 一 5、 令 5->0, 则 c 的 长 度 2oz Do 
其 中 等 号 仅 当 o 本 身 也 是 测 地 射线 时 才 成 立 ， 由 于 U。 中 连结 两 
点 的 测 地 线 的 唯一 性 , 这 时 o([0, 如 ) 必 与 y([0, 习 ) 重合 。 

( 走 ) 现 考 虚 曲 线 o 不 完全 位 于 Us 中 、 记 0,=0U,U9D,, 其 
中 860, 是 骨 上 以 p 为 中 心 半径 为 8 的 测 地 超 球 面 、 令 妨 EL0， 
站 是 使 o( 三 ) 二 qr€ 960 的 第 一 个 点 , 7 是 Us 中 从 2 到 gi 的 径 向 

XI， 


测 地 线 ,0 一 oco,m 是 曲线 o 在 [0, 幻 上 的 限制 , 则 Zoo>> Ts 根据 
上 述 (i) 的 论证 ,注意 到 gE90,(g 是 0, 的 内 点 ), q1E60。， 我 们 
就 有 

L.>L>Ly>Ly. J 


1.2 测 地 完备 性 


设 ( 必 ,9g) 为 黎 曼 流 形 ， 及 上 分 段 光滑 曲线 go:[a, 9 一 的 
长 度 为 


LO) | le Wha 


型 上 两 点 2， gq 之 间 的 距离 定义 为 
plp, q) =inf{L[lol|o(G) =p, 0o(0) =—Y)}, 

并 且 M 以 此 作为 距离 空间 的 拓扑 与 MM 原来 的 流 形 拓扑 是 等 价 的 
(第 二 章 ,$ 3.3). 

定义 4.1.3 设 y:[6， 站 > 为 测 地 线 ， 若 它 的 长 度 L[y] 
一 p《y(9)，7(5)), 则 称 7 是 极 小 的 . 

定理 4.1.7 表明 ， 测 地 线 的 任何 充分 小 段 是 极 小 的 ， 但 较 长 
时 ， 可 能 不 是 极 小 的 ， 此 外 ， 极 小 测 地 线 也 可 能 不 是 唯一 的 例 
如 ， 球 面 8” 的 两 个 对 径 点 , 可 用 无 限 多 条 极 小 测 地 线 ( 大 圆周 ) 连 
起 来 . z 

命题 《.1.8 设 pEM 妇 ，B,(0) 为 T,(M) 上 半径 为 了 的 开 球 ， 
其 上 指数 映射 ezps: 了 (0)~>A (2) 一 exps(B-(0)) 是 微分 同 胚 ， 
若 gqERN,(p)， 则 存在 点 g E28N,(p) ~ {expygv|1vET,(M), io 一 
”}, 使 得 

pp, 9) r+p(g, 9). 

证 明 设 o( 引 :[0, 1] 一 用 是 从 pp 到 g=o(1) 的 分 段 光滑 上 曲 
线 , 因为 gE 入 ,(p)， 故 存在 第 一 个 值 生 ,使 cH) E98,(p)， 根据 
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定理 4.1.7 及 83.(o) 的 定义 , 可见 
Llo] = DL[o |c, tn 十 卫 [a| cnD] 7 十 也 fclea] 
>r-+p(o (ti), 9)>7-+p(ON.(p), g), 


(4.1.8) 
这 里 
PCON,(p), 9) =inf{plg", gqg) lg' EON,(p)}. 
由 于 8 分 ,(n) 是 紧 致 的 , 故 存在 gq' E90N.(p), 使 
p(g gq) =pP(ON,(P), q). 
把 它 引 入 (4.1.8), 得 : 
L[o]>++p(g, 9). 
从 而 / 
plp, 9) = inf {Llo]}>7r+plg, 9). (4.1.9) 
另 一 方面 , 由 三 角 不 等 式 
plp, q) <plp, q) +plg, 9) =7r+p(g, 9). (4.1.10) 


(4.1.9) 和 (4.1.10) 联 合 起 来 就 证 明了 命题 . 上 

定义 4.1.4 设 (MUM, g) 为 连通 黎 曼 流 形 。 如 果 对 于 所 有 的 
PE M 及 所 有 的 了 ETs(M)，exps(P) 都 是 有 意义 的 ， 则 称 型 是 
测 地 完备 的 . 

显 见 , 定义 中 的 要 求 等 价 于 下 述 条 件 ， 对 每 一 个 测 地 线段 yo: 
[a, 6]—>M, 都 可 拓 广 为 一 条 测 地 线 y:K->M, 并 且 ?|oe 一 37o。 

定理 &.1.9(Hopf-Rinow) 下 述 庄 论述 是 等 价 的 : 

(i) 型 是 具有 距离 

Sp, 9) = inf {Llollo(@)=?p, oD = 

的 完备 度量 空间 ; 

(这 ) 对 某 个 PE 了 胜 , exps 是 在 整个 了 (2) 上 和 证 义 的 ; 

(iii) 及 是 测 地 完备 的 ， 
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这 些 条 件 的 任 一 个 又 推 得 , 

(iv) MY 的 任何 两 点 都 能 以 极 小 测 地 线 相 连接 ， 

注 : (i) 是 一 个 十 分 自然 的 假设 , 特别 当 2f 为 紧 致 时 , 它 是 成 
立 的 (i) 与 (i 这 ) 表明 不 必 区 分 测 地 完备 性 和 度量 完备 性 ， 因 此 
今后 将 简单 地 使 用 术语 “完备 黎 曼 流 形 ” 此 外 ，(iii)，(iY) 是 非 
常 重要 的 . 当 应 用 几何 和 分 术 工 具 来 研究 流 形 以 时 ,条 件 (iv) 可 
说 是 必须 的 . 

现 来 证 明和 定理 . 

证 明 (i) 坊 (i). 设 ( 节 ) 成 立 ， 先 证 明 任何 YE 都 能 用 极 
小 测 地 线 与 2 点 相连 接 。 设 

N,(p) = oxp, BC0)) 
为 法 坐标 球 . 可 假定 9EN,(g), 故 据 命 题 4.1.8, 存在 g EON ,Cp) 
使 得 
plp, 9) =r+plg, 9). (4.1.11) 
再 设 y: fo， 十 ceo) 一 开 为 正规 测 地 线 ， 使 得 yco,n 是 从 了 到 g 的 
唯一 的 测 地 线 , 易 见 使 
plp, 7t)) ITP), OD =t+ip(y(t), 9) =p(p, 9) 
(4.1.12) 
成 立 的 的 集合 为 闭 集 ， 令 ioE [7, p《p, 9)] 为 其 最 大 值 , 车 如 < 
plp, 9)， 设 请,,(Y(to)) 是 环绕 y(to) 的 一 个 法 坐标 球 ， 则 又 存在 
gd"' EON,《Y(to)) 使 得 
POY (to), 9)=p(7(to), 9") +plg", 9). 
于 是 我 们 有 
plp, 9) =p(p, Yto)) tp (to), 9") +plg, 9). 
再 利用 三 角 不 等 式 得 到 
plp, Y(to)) -+p(y(to), gq") =p(p, q'), (4.1.13) 
plp, 9) =p(p, 9") +plq", q). 
* 810 。 
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设 o 为 从 y(to) 到 g" 的 唯一 的 一 条 极 小 正规 测 地 线 ， 则 有 
Llo]=p(y (to), gd)， Llyl|r,ta] =p (9, 7 (to)). 
记 F=yleo,sa: [0, to]—>M, z 
则 有 L[YUo] =p(p, 9") 一 如 十 : 
故 据 定理 4.1.7, y 和 o 一 起 组 成 -- 条 连接 2 和 9” 的 极 小 ， 正 规 
测 地 线 . 
YUo=Y|ro, stra 

使 得 plp, 9) =p(p, y(totr1)) 十 P(7 tot ), q), 
这 与 如 是 使 (4. 工 .1I3) 成 立 的 最 大 的 值 不 符 , 从 而 有 如 二 plp, 9)。 
也 即 任 何 点 gq€ 履 均 能 以 极 小 测 地 线 与 相连 接 . 

今 设 {gj 为 履 上 任 一 个 Qauchy 序列 ， 由 以 上 所 证 ， 设 7i: 
[0, 划 一 2 为 连接 Pp 和 gq 的 极 小 .正规 测 地 线 ,使 得 YY:() 一 gi. 易 
见 { 刀 } 同 样 为 Qauchy 序列 ， 设 以 如 为 极限 。 设 7 (0) 一 也 ， 由 于 
单位 球面 的 紧 致 性 , 不 妨 设 {7P0 在 此 单位 球面 上 收 钱 于 这 令 7: 
[0， 十 co) 一 为 正规 测 地 线 ， 使 得 y'(0) 一 广 .， 根据 常 微分 方程 
的 解 关 于 其 初始 条 件 的 连续 依赖 性 , 由 测 地 线 方程 就 得 到 

gi=— Vt) >y (to) EM. 
这 就 完成 了 证 明 . 

一 (ii)， 对 任 给 的 PEM 和 wvET,( 必 ), 设 [0, 如) 为 最 大 

的 半 开 区 间 , 其 上 存在 正规 测 地 线 

y(t =expsiv /Nol, #€ [0 to). 
使 得 70)=p, 370 一 2 ol 
设 妈 FF 加，{y( 纪 } 为 dauehy 序列 ,根据 (i), 它 具 有 极限 点 gq, 定义 
y(to) 一 g.， 这 样 ，7 ||,iw 是 连续 的 ， 令 入,(q) 为 环绕 9 的 法 坐标 
球 , 充分 小 ， 显 然 , 存在 一 个 正 整 数 , N,， 当 4>A 时 

y(t) =q€EN,(g). 

所 定理 4.1.3. 定 理 4.1.7, 对 m, m> 我 们 有 
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p (Gm; gn) <7, pl(gn, 9) 一 人。 
阅 徙 1， 上 用 设 mm 和， 则 


plgn, Gm) 十 PC9m g) 一 (加 一 加) +plgm, 2) 。 
令 9%>A 且 mm 一 十 ce 时 ,有 


p(gqn， 9) 一 加 一 加 。 
于 是 对 于 和 >2> 人 ， 
plqdn, 9) 一 加 一 四 一 D(9，9m) +p (qn, 9). 
因此 , 测 地 线段 ?| tntm) 可 以 延 据 为 测 地 线段 ?| cra。 Bp ylco,sw 可 
延 据 为 测 地 线段 y|w,tw.、 根据 存在 定理 ， 测 地 线段 7( 雪 ，0<< 托 
加 可 延 拓 至 端点 , 即 加 之 外 ,这 与 原先 对 的 假定 不 符 . 
(iii) 写 (1) 是 平凡 的 . 
(iii)=>(iv) 与 ( 卫 ) 一 (了 的 证 明 的 前 一 半 相 同 。 量 
例 设 S" 是 Em" 中 的 m 维 球面 ,Sm" 上 的 测 地 线 是 大 图, 即 
8” 与 过 其 中 心 的 平面 的 截 线 ， 事 实 上 ， 关 于 平面 的 反射 是 一 
个 等 距 .5 :8m">Sm， 其 固定 点 的 集合 为 
O=S"N ER:, 
设 p.g(E€0) 具 有 唯一 的 一 条 测 地 0'， 使 得 
L[O’] =p(p, 9g) 
则 因 7 是 一 个 等 距 ， 曲线 .4(O0) 是 .4(p)=p 和 4(q) 一 g 之 间 的 
测 地 线 , 且 与 0' 有 相同 的 长 度 , 因而 #C(O')=0', 故 得 
: O'CO= 8S" BR. 
回 柱 面 Q& 上 的 测 地 线 是 母线 及 由 垂直 于 母线 的 平面 截 得 的 图 
周 以 及 Q@ 上 的 螺旋 线 ， .事实 上 , 设 1 为 @ 的 一 条 母线 ， 我 们 可 作 
一 个 等 距 .4 :4 一 一 外 将 Q@ 展 平 在 ?上 ,Q@ 上 的 测 地 线 是 有 ?的 
直线 在 .4 一 下 的 象 
9 1s。 


习 题 


1. 设 (2 9) 为 效 曙 流 形 , 0: (a, 5) 一 ,tt>C (4) 为 光 渭 曲 线 , 则 参数 变 
换 t 二 iCs) 后 , 0 为 测 地 线 的 充 要 条 件 是 , 曲线 C 在 局 部 坐标 下 的 方程 一 4 人 把 
满足 微分 方程 


daw | | CO 
dt ct at -f(D 


其 中 f(D 是 0 上 的 函数 ,为 任意 参数 . 
2. 设 CU, 9g) 和 ( 伯 , 9) 均 为 黎 曼 流 形 ,9$:M-> 妆 为 微分 司 胚 .如果 (CU， 
9 上 测 地 线 由 中 映 为 (到 ,9) 上 的 测 地 线 ， 则 称 由 为 射影 映射 M 和 必 是 射 
影 对 应 的 . 证明: 
《i ) 下 述 诸 条 件 是 等 价 的 : 
8. 由 :1 一 站 为 射影 映射 . 
b. 将 关于 由 的 对 应 点 选取 相同 的 局 部 坐标 , 以 Te 和 工 生 分 别 表 示 (M， 
9 和 (用 ,9) 的 克 氏 符号 , 则 
了 jj 一 了 和 x 十 04Nz 十 CxNy 
其 中 和 是 一 个 共 变 向 量 场 的 分 量 ， 
oo 为 余 标 架 场 , 且 以 of 和 5; 分 别 表示 CM，9) 和 (如, 丈 的 黎 受 联 
络 二 -形式 , 则 
0 一 0 十 40 和 -十 入 70， 
式 中 为 一 个 函数 , 且 和 由 下 式 定义 AA= 和 hw 
d. 以 V 和 YY 分别 表 示 CUM, g) 和 (以 , 9) 的 黎 曼 联络 ， 则 对 于 任意 向 量 
场 X, 了 Y， 
Vr? ~VrY tg(X, AY +g(lY, 4X, 
式 中 和 为 某 一 向 量 场 . 
(ii) 在 射影 映射 下 , 及 一 丽 , 其 中 全 | 它 由 下 式 定 义 


W(X, Y, 2, V)=—R(X, Y, 2, V)—— 一 


x ((X, 2)S(Y, 7)— (x, VOS(Y, 2)), 
并 且 与 欧 氏 空间 局 部 成 射影 对 应 的 黎 田 流 形 局 部 为 常 曲率 空间 . 
3. 利用 法 坐标 系 证 明 Bianchi 第 二 恒等式 和 Weitzsnb6ck 公式 (3.4， 


$ 


27) 
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4. 设 (M,，9) 为 歼 曼 流 形 . (D0, pgp, zx》 是 以 9 为 原点 的 法 坐标 图 . 


To 一 外 (2 Ce 


均 为 单位 向 量 ，C :[0, ?) 一 用, s FC 《8) 为 在 gq 一 0《0) 点 以 Xo 为 切 向 量 的 
测 地 线 ， 了 (s) 是 将 Yo 沿 C 平行 移动 而 得 的 向 量 场 证明， 
(1) 在 法 坐标 系 的 原点 


5 1 pm + Ry): 
Di; 3 1 HE/ 


(ii 设 了 (一 LD) (3 名) ow 则 
OT te OR 
Gii》 著 (Xo, 了 了 0) ==0, 且 令 | 了 G8) 用 =gwq)t's)1C8), 则 
1Y (Cs) Ie=1+ 守 R(Xo, Yo, Xs, 了) 十 oCaay 


5。 设 (以 , g) 为 歼 曼 流 形 ， 在 过 9 点 的 诸 测 地 线 上 作 关 于 9 点 的 对 称 . 
即将 分 处 9 点 的 两 侧 且 与 4 点 等 距 的 点 相互 对 应 。 如 果 关 于 g 点 的 对 称 在 
9 的 邻 域 里 是 等 距 变 换 , 则 (VR)s 二 0. 
6. 给 出 一 个 黎 曼 流 形 芝 , 它 与 BR" 微分 同 肘 ， 但 上 的 测 地 线 不 能 无 
限 延 伸 . 

7. 设 ( 到 , 人 ) 和 (至 ,9) 均 为 黎 曼 流 形 , 证 明 : 

(i) 车 $: 及 一 帮 为 等 距 疗 胚 , 则 $$ 将 (MUM,g) 的 测 的 测 地 线 映 为 ( 腕 ,9) 
的 测 地 线 . 

(i) 车 各, pro: 加 下 均 为 等 距 变 换 , (用, 9) 是 完备 、 连 通 的 ， 昌 存 在- 
点 2D, 使 得 91(p) = 二 p90) 和 加 ,一 pox; 则 1 三 和. 

8. 设 ( 妇 , 9) 为 完备 黎 曼 流 形 , y:[L0, 十 吕 ) 一 寻 , s->y(8) 为 测 地 线 ， 其 
中 s 为 弧 长 参数 ,如果 s==p《yC(0), 7(s))， 其 中 pp 是 距离 函数 ， 则 称 为 从 
0 点 出 发 的 射线 。 设 2 为 非 紧 致 完备 黎 曼 流 形 (到 , g) 上 任意 一 点 , 证 明 ， 
上 存在 从 Pp 出 发 的 一 条 射线 . 

9. 设 色 维和 歼 曼 流 形 (M ,9 在 测 地 极 坐 标 系 (r，61L，…，g9m 下 具有 度 
量 形式 

ds’:= (dr)*+ (f(r)) ,0 A0A0! (lee, jm 1), IN 
其 中 翅 一 1 维度 量 dc 一 hy(0)ag'40/ 具有 常数 截面 曲率 44， 求证 4s? 具有 党 
数 截 面 曲 率 6 的 充 要 条 件 是 
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CVD)/VG， 善 o>0， 
f(r) 一 49， c=0, 
sh(\/er?)/V/—e C<U。 


$2 弓 长 的 变 分 
2.1 弧 长 的 变 分 
设 M 和 和 都 是 O” 微分 流 形 且 1 具有 联络 V, f: 和 ->M 为 
嵌入 沿 .的 向 量 场 是 指 对 任意 的 PE 和 在 f(p) 点 取 定 一 个 切 
向 量 玉 ETnwp( 有 MH)， 设 {et}, b=~1,…，m 是 在 1(p) EM 的 邻 域 
里 的 局 部 标 架 场 ， 于 是 可 写成 
W(p)=L'(p)e(f (p)). (4.2.1) 
如 果 函 数 5'(p) 都 是 光滑 的 , 则 称 向 量 场 WW 是 光滑 的 
设 人 ET,(N), 定义 到 沿 方 向 全 的 共 变 导数 xW ETxyp, (MU) 
如 下 : 
VxW = (XE) werf (Pp)) +L Pp) Vinze fp)). (4.2.2) 
容易 证 明 , 这 个 定义 与 {61) 的 选取 是 无 关 的 . / 
车 1 为 黎 曼 流 形 且 Y 为 黎 曙 联络 , Ws 和 厂 。 都 是 沿 f 的 向 
量 场 , 则 不 难 验 证 , 对 耻 ET,(W) 有 
XWs, Wo > = IzWs, We + Wi FW. (4.2.3) 
同样 , 如 果 于 1、 耻 s 为 玉 的 向 量 场 ， 则 凡生 : 和 矿工 2。 都 是 沿 丰 的 
向 量 场 , 且 有 / : 
Yr fo) Tr(fX1) =f( [XY, Fs]). (4.2.4) 
以 下 为 了 方便 , 常 不 使 用 符号 多 ( 儿 也 称 为 诱导 联络 ), 且 将 沿 
f 的 向 量 场 看 作为 定义 在 MM 上 的 向 量 场 , 即 我 们 有 
VxW = VxWT. 
设 (M, g) 为 黎 曼 流 形 ,o: [4, 5] >M 是 分 段 光滑 曲线 , 其 长 度 
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L[o] -le dt. 
作 光 滑 喘 射 
a:Q 二 [a, 8] Xx(—s8, e)-—>M, (二 sa(t, 8)) 
使 得 oo=0 |c6, wx0; = 0 [6, b]—>M, 
则 称 a 定 义 了 曲线 o 的 光滑 变 分 。 记 
全 一 w (去 V=o (二 -) 
“Oi De 全 
先 来 计算 曲线 族 


was 一 ai| [0, WIxt{s) 


中 缴 长 的 变化 ， 以 I(s) 表 示 曲 线 o 的 弧 长 , 则 我 们 有 
GL(0) = CD), oa] VL, TY 


-| v7, mITI-10. (4.2.5) 
由 于 在 Q@ 上 
9 8 
[高 ， 珊 |-0 
故 利 用 (4 和.2.4)， 上 式 可 写成 
EL(s) -| IZIKvzP Tat. (4.2.6) 


再 选 定 曲 线 o 是 正比 于 张 长 参数 化 的 , 即 loao1 1 (一 const.), 故 
2 Lso=+) {Tp, 办 -人 Varyjai (4.2.7) 
积分 第 一 项 即 得 
定理 4.2.1 曲线 o 的 弧 长 的 第 一 变 分 公式 为 
ELI | -| .< veTyat, | (4.2.8) 


式 中 =o (i$) 为 o 的 切 向 量 , 
特别 ， 如 果 所 有 的 曲线 Os 都 有 相同 的 端 扩 ， 则 
.0209Y 。 


Vla, 0)~V(b, 0)=0. 
此 时 , 上 式 成 为 


3 J(s) | oe -了 | yy, vulva (4.2.9) 
Cs g=0 1 1 亚 . wid 


如 果 oo 一 o 是 从 ala) 到 (2) 的 长 度 最 短 的 曲线 ， 则 对 于 任 
何 映射 :8 一 性 有 
LCs) |,_o=0. 
因此 , 知 or 又 是 光滑 的 , 作 一 个 变 分 使 得 
V=p(t)Varl, 
其 中 函数 pg( 引 满足 条 件 ， 
p>0,. oat<b, 90)=9(0)=0, 
则 得 VT =Vo0' 一 0， 
即 o:[a, 8]->M 为 测 地 线 。 特别 当 1= jo 和 =1 时 ,o 为 正规 则 地 
线 , 从 而 有 
命题 4.2.2 设 c 为 光 消 曲线 此 是 连接 其 端 扎 的 最 短 则 线 ， 
则 c 为 测 地 线 . 
设 7:[c，0 一 到 为 正规 测 地 线 , 设 
o:D= [a, 5] Xx (~é, 8)x(—6, 6)—>M 
为 光滑 映射 , 且 使 得 : 
oo,0o(t) 二 a(t, 0, 0) =7(t), | 
即 是 正规 浏 地 线 ?> 的 双 傅 数 恋 分 ， 令 了 工 (2， 忆 是 曲线 oo,w:i > 
ca(t o, ww) 的 弧 长 , 即 | 
To w) = [12ha. 
我 们 已 置 


7-a( 友 Vm) Wad) 
与 弧 长 的 第 一 变 分 公式 (4.2.5) 一 样 ,有 
823 * 


b 
2 Lv, 由 ~ | THCvoy, TVdt. 《4.23.10) 
据 此 ,利用 Riooi 恒等式 有 


Bogs To = TKVY, Ta 


-| {TI Vay, T+ , V1] 


—Vp. Tm la 
<YVrV > pu | tb 


-1IZI2KRGP, TV, 玫 +aywF TY 


+Va7, VwT)] — SE £ 


(4.2.11) 
由 于 IThac,om=1i, VaTar,o,0=0. 
利用 以 上 记号 即 得 
定理 4.2.3 正规 测 地 线 的 缴 长 的 第 二 变 分 公式 为 
Eo.w—| {Cy, ViWY 
+TVwY, TD~<R(W, T)T, VY 


TO, TW, TY TY | 


+ Ye， VaW > -CRW, TT, > 


-Ty, ITOV, TOYat. (4.2.12) 
现 沿 测 地 线 y( 人 ) 合 z 
V=fO T+Y, WW=f)T+W, 
其 中 六 和 你 是 关于 7 的 正 交 分 量 , 即 信 , 7T>=0, 《WV, T=0. 
那 末 我 们 有 
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《VV, VrW Y= CT, Vr + sy, 
—Ty, TTOW, T= —fifs, 
—<RW, TT, T= ~ BR(W, T)T, PY>. 
把 这 些 代 入 (4.2.12), 便 得 


pe L 加 b 六 
DaooBo AAA m+| {KVab, vrW> 


—<BR(W, TIT, PoYat. (4.2.12’) 
因此 , 车 变 分 向 量 场 六 和 了 环 与 y 正 交 , 或 更 一 般 地 设 《Y, 了》 
或 4 刺 , 77> 沿 7 为 常 值 , 且 若 在 ?7 的 两 端点 处 Vrr 一 0， 则 弧 长 网 
第 二 变 分 公式 就 取 如 下 形状 : 
_oL 2 
Ty, W)=BB lew), KY, VeW) 
+<ROT, WT, VOYat. (4.2.13) 
这 个 积分 称 为 指标 形式 了 CV, 环 )， 对 于 沿 7 为 分 段 光 滑 且 满 足 
《< ,T= XW T=0 的 向 量 场 站，W 的 空间 ，I(V, WW) 是 对 称 
双 线 性 形式 ， 若 工 对 于 在 ? 的 端点 处 为 零 的 问 量 场 是 正定 的 ， 则 
Y 在 具有 相同 端点 的 邻近 曲线 中 是 长 度 最 短 的 曲线 
上 述 变 分 可 推广 到 分 段 光滑 曲线 的 情况 ， 设 7:[0, 避 ~->M 为 
”分 眉 光 消 曲 线 , 令 w:fc 5 X( 一 s, 6) 一 ML 为 连续 上 映 庙 ,使 得 
a,b1xt07 = 或 alt, 0)=y(t)， iE Lo, b]1. 
若 存 在 [ac， 妇 的 一 个 分 划 
G 一 加 二 页 所 … 玫 大 加 一 态 
使 得 au: {tbs, ri] X《 一 有， 8) 一 及 是 光滑 的 ， 则 称 wa 为 了 的 分 段 光 
滑 的 恋 分 ， 曲线 族 {as=a|co,wxts)y， 5E( 一 8， 8)} 中 洞 线 的 绝 长 
Ls: (一 £，8) 一 龙 定义 为 


Hm—1 rtsri 
L.=L[o|=™ | | 二 人 全 
120 ji, 品 ! 


A 


sf lhe 
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同样 , 可 给 出 双 参 数 的 分 段 光滑 的 变 分 , 并 且 (4.2.13) 对 于 双 
参数 v, ? 的 分 段 光滑 变 分 也 是 正确 的 .利用 
《VnV, VrW>=7 《VrV, W>— 《VrVazaV, W>, 


易 得 
I(p, W)=—| rv RD, V)T, WYat 
+ EA (Very), WI), (4.2.14) 
其 中 dVrV) = limVry —lim Vry. 
ft f+? 
2.2 Jacobi 场 


现在 进一步 讨论 单 参 数 淹 地 线 族 的 变 分 场 , 更 明确 些 , 令 
a:[o, Bb] x (~se, s)->M, (£, s)P>a(t, 8), 
对 任意 固定 的 8, a($, 8) 都 是 测 地 线 ， 仍 令 


Ta 二 ) -cc ). 
以 下 来 确定 六 | sso 应 满足 的 微分 方程 ， 由 于 | 元， 元 | ~ 
0, 放 据 (4.2.4)，Vaz 太 一 Vr 和 此外 , 由 所 设 Yr 了 一 0, 故 
VoVzy 太 一 VrVrL — VrVrd, 
由 曲率 张 量 的 定义 得 
VarVazP = ROT, VOT. (4.2.15) 
上 式 称 为 Jacobi 方程 
定义 4.2.1 设 y:[0, 如一 了 为 测 地 线 ， 工 为 其 切 向 量 场 . 
如 果 沿 > 的 向 量 场 了 了 满足 Jacobi 方程 ， 则 称 了 为 ( 沿 y)Jacobi 
场 . 
在 了 yo (有 以) 上 取 一 个 规范 正 交 标 架 {e:}， 设 ei1=Yy (0), 将 ae 
沿 > 平行 移动 成 召 、 设 了 为 沿 ?> 和 定义 的 向 量 场 
V=ViB:, Vi€EO:(y([0, 0)). 
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注意 到 了 =y 一 恕 , 故 
VryrnV 一 下” EB, RT, VT=V'R(GE, EB,)H, 
于 是 ,就 得 到 Jacobi 方程 的 一 个 局 部 表示 : 
(PV) ”= VRB BE, By-V'Raw. 
命题 4.2.4 沿 ? 的 Jaoobi 场 了 有 下 述 性 质 ， 
(i) 沿 y 的 全 体 Jaoobi 场 构成 2m 维 线性 空间 ; 
(并 ) 车 《J(0), T(0)》>=0， 《Vz (0), T(0)> 一 0, 则 
OJ, TO=0. 
(ii) J!+==J 一 J, TYT 也 是 沿 7》 的 Jacobi 场 ， 即 了 沿 > 的 
法 向 分 量 也 是 沿 y 的 Jacobi 场 . 
证 明 ”因为 Jacobi 方程 是 二 阶 常 微分 方程 组 , 故 由 常 微分 方 
程 理 论 得 知 , 这 个 解 空间 的 维 数 即 为 
om=2dimM 
并 且 对 于 任意 给 定 的 初始 值 7(0) 和 VxJ (0) 存在 唯一 解 ” 此 和 外， 
易 见 (4.2.45) 的 两 侧 都 是 BR- 线性 的 , 即 有 (i). 
因为 站 人 2.15) 


人 《万 = 人 ,VerVrT>=0. 

因此 ,Jaoobi 场 v 可 唯一 地 者 成 
T(t) = 0) -ati6) T(E) (ga, 5 为 常数 )， (4.2.16) 

其 中 Jo 满足 


人 人 -0. 
”特别 ,车 
CT (0), 2(0)>=~《Yr7(0), T(0)>=0 或 7(0)-J(D -0, 
则 47, T=0. 


节 后 ,各 vv 为 沿 7 的 Jacobi 场 , 则 
VrVrJ t= VrvrT LT, DDT)= VrVr] VrVe), TT 
RT, IT-ROT, J—J, TTOT, 


es LOT 


族 J+ 也 为 沿 y 的 Jacobi 场 . 
设 点 PE MM 附近 的 局 部 举 标 为 (2), 则 人 391} 构成 Ds(M) 的 


一 个 基 . 任何 切 向 量 wETs( 用 ) (可 看 成 了 (3M) 中 一 点 ) 可 唯一 
地 表示 成 


wD. 
因此 , (可 看 成 空间 TM) 的 点 的 举 标 ， 从 而 132| 构 成 T.(T， 


(到 7) 的 一 个 基 。 由 此 , 我 们 可 以 作出 工 ?LI) 与 了 Tu(ITos(021)) 之 间 
的 一 个 自然 同 构 如 下 ， 令 
-2 
Om Oc! 
再 作 线 性 扩张 , 即 
D 
Ow 
现 将 定理 4.1.5(Gauss 引 理 ) 推 广 成 
命题 4.2.5 设 2 为 完备 黎 曼 流 形 下 上 任 一 点 ， 且 设 wxE 
人 用 )，VETuwLz 必 ))， 作 出 工人 ZED)) 和 了 (0) 的 自然 等 
同 , 则 有 


Ci 


人 
2 Fer 


CU， 02 一 Cd expp)ut，(@ eXpa)uo7>. 
和 证明 设 测 地 线 y(t)=expypiw 满足 7(0)==p, Y(0) 一 uw。 考 
虑 了 ?4 ) 上 射线 p 志 = 王妃 其 切 向 量 
/ dp (t) 
p’(t) 一 一 四 一. 
于 是 
TCD =y(D) =- 人 (expiiu(|ict= (gexpajup'CD ~ (d expy) wu. 
定义 
a(t, 8) —=expys (utsv), 1E [0 1], sE(—s, 8), 
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它 给 出 了 妈 上 单 参数 测 地 线 族 . 故 其 变 分 场 为 党 7 的 Jacobi 声 
J ( 动 , 上 且 易 见 


J(O) 一 2 2 |，o 一 0 


a-0— (0 expy) wtv = (dd expy) wy. 
(4.2.17) 


从 而 有 
Vary (0) = Vr (t) | :0 一 (a expsp) :40 10 = D， 
由 (4.2.16), 注意 到 J(0) ==0, 故 得 
《<T', J= TL, Vr 7 而 
<T, Vr >= Uonst. 
最 终 有 
wu, 9> = 《T(0), VrJ (0)>=<T (1), VrJ (1)> 
= <(dexpp)uu, (dexpy)uv>. 
由 命题 即 知 ,dexpy 保持 向 量 4 在 % 方 向 的 任何 分 量 的 长 度 ， 
由 Jacopbi 方程 的 导出 过 程 即 知 单 参数 测 地 线 族 的 变 分 场 是 
“Jacobi 场 ， 反 之 , 有 下 述 
定理 4.2.6 若 J 是 沿 测 地 线 7 的 Jacobpi 场 , 则 v 可 作为 某 
个 单 参数 测 地 线 族 和 的 变 分 场 ， 
证 明令 0(8) 为 一 条 曲线 ,使 得 OX0)=J(0). 将 了 (0)=y"(0) 
和 YrJ (0) 拓 广 为 沿 曲 线 OCs) 的 平行 向 量 场 了 (0) 和 YrJ,(0). 
oi (t, s)Sexpowt (Te0) FsTrTs0)) 
定义 了 测 地 线 > 的 光滑 变 分 , 且 对 任意 固定 的 8,，a(t, s) 都 是 测 地 
线 , 故 其 变 分 场 了 为 Jacobi 场 ， 由 常 微分 方程 理论 ， 余 下 只 要 验 
证 六 与 V 有 相同 的 初始 条 件 ， 事实 上 ,我 们 有 


Vy (0) = ee 8) 


-| = 0'(0) ~J(0). 


f= 人 0 
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V(t)= Bo s) 


= [(d expocw )src0t (Vr (0))] 0 
td av (0). 
V'(0) = VzV (1) | ;=o 一 [(g expeo)troVr7 (0)]i-o 
=Vaza] (0)=J’(0). 
现在 来 讨论 指标 形式 IT(V, 到) 的 零 化 空间 .。 以 Ty(82) 表 示 
沿 测 地 线 y:[0, 人 一 到 为 分 段 光滑 、 在 ?的 端点 消失 ， 且 使 得 
《<V ,TD =0 的 向 量 场 了 所 组 成 的 向 量 空间 , 指标 形式 
IT:T,(0) XT AOE 
的 零 化 空间 是 (0) 的 子 空间 入 
Ny={V ETyQ)IIOV, W)=0, VWET,(Q)}. 
NN, 的 维 数 > 称 为 工 的 零 化 度 ，>= dimN>.， 若 >>0 则 称 工 是 虹 
化 的 . 
命题 4.2.7 向 量 场 FETy(Q) 位 于 工 的 零 化 空间 Ny 的 元 
要 条 件 是 六 为 Jaoopi 场 . 
证 明 若 太 是 沿 ? 的 Jacobi 场 , 则 (4.2.14) 式 中 
AVvr7 =0, RE[0 WH, Vrvrr -RO, VT 0, 
故 对 任意 的 W EL7y(00) 都 有 
I(V, W)=0, 


即 VEN,. 
反之 , 设 六 EW,, 选取 [0, 引 的 分 害 
0 一 加 一 下 一 … 一 下 一 
使 得 对 于 每 个 名 六 | wo 都 是 光滑 的 ， 令 f: [0, 刀 -> 为 光滑 函 
数 , 它 在 分 所 如 ， 刀 ，…， 加 处 为 零 , 其 余 处 均 为 正 , 置 
W(t)=f0) (VrVeV — R(T, V)T)() 
于 是 由 (4.2.14)， 
280 » | | | 


f(y, WF) Iv BO, Phd 
因为 EN, 故 对 于 每 个 名 =0, 1,，…， nn 一 1,V | 都 是 Jacobi 
场 . / 
再 设 WET,(Q) 是 这 样 一 个 向 量 场 ,对 于 j=1, 2 …, n 一 1 
Wi ($3) 4M,VzrV. 
于 龙 有 


0=I(y, Wi) - 写 dwvap |: 


因而 YrV 没有 跳跃 ， 但 Jacobi 方程 的 解 六 完全 由 向 量 V(&) 和 
VrV (&) 所 确定 . 可 见 ， 名 个 Jacobi 场 V | nd=1, 2, ,nn 合 
并 起 来 给 出 一 个 Jacobi 场 ， 它 在 整个 区 间 [0, 如 上 处 处 是 光滑 
的 . 里 


2.3 共 斩 点 


如 所 知 , 当 曲 线 ?7 的 弧 长 等 于 其 端点 之 间 的 距离 时 ,y 是 测 地 
线 ， 但 车 y 很 长 时 ， 其 逆 并 不 成 立 ， 例 如 单位 球面 上 的 测 地 线 是 
大 圆 ( 弧 ), 故 长 度 大 于 w 的 测 地 线 不 是 其 端点 的 最 短 连 线 . 并 且 , 从 
2 到 其 对 径 点 & 有 无 限 多 条 长度 为 w 的 测 地 线 ， 测 地 线 在 大 范围 
上 的 非 最 短 性 与 指数 映射 exp 的 临界 点 之 间 是 有 联系 的 . : 

设 9: 必 >Ms 是 流 形 之 间 的 可 微 映射 ,pE AMM, 如 果 线 性 映射 

app: T's (AM 1) 一 了 ro (M2) 
是 奇异 的 , 即 若 存在 2ET,《(M1), v 去 0 使 得 
dp 1) =0, 

则 2 称 为 op 的 临界 点 . 

定义 4.2.2 和 蔡 g=expy 2 为 指数 映射 exXpy:Z 了 ol 以) 一 用 的 一 
个 临界 点 ， 则 称 9 为 p( 沿 测 地 线 y(t) 一 expytv) 的 共生 点 。 共 斩 
后 的 阶 数 定义 为 (4 expo)e: 了 oo)) 一 TaC4) 的 核 的 维 数 ， 
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注意 ,定义 中 的 了 ,(V,()) 自 然 等 同 于 全,( 及 ). 
定理 4.2.8 g=y(]) 沿 测 地 线 y 共 罗 于 点 p=y(0) 当 且 仅 
当 存 在 沿 7 的 非 零 Jacobi 场 , 使 得 : 
J (0) =J (DD) =0. : 
因此 , 9 共 罗 于 pp 当 且 仅 当 2 共 斩 于 %， 并 且 共 斩 点 的 阶 数 等 于 指 
标 形式 T(V，WV) 的 零 化 空间 入 y 的 维 数 . 
证 明 设 g=expygv,， ETp( 以 ), 上 且 9 党 测 地 线 
y(t) =expyt? 
其 绒 于 g, 即 存 在 WwET,(Tp(M)), 使 得 (6 expp)vwv=0。 将 切 空间 
oa)) 与 了 CI) 等 同 ,在 工人 4) 中 作 射 线 
ps(t) = (V+80)t, 
再 作出 测 地 线 
ys(t) —=exps°ps(t), 
因此 得 到 由 多 出 发 的 单 参 数 测 地 线 族 ， 由 于 


(expsops (1)) | sa-0 一 小 


故 单 参数 测 地 线 族 {ys} 的 变 分 场 一 一 Jacobi 场 一 一 人 ye 在 gg= 


yY(l) 点 消失 、 此 外 , 易 知 它 在 p= 7 克也 家 突 “ 即 存 在 注 的 
非 零 Jacobi 场 J ,使 得 
J 0)=7 (1)=0. 
反之 , 如果 存在 沿 ?> 的 非 零 Jacobi 场 v 使 得 上 式 成 立 ， 则 念 
定理 4.2.6 的 证 明 ， 
ol 站 ro 
的 变 分 场 即 为 了, 并 且 
(d expy) yw Yr (0)=J 四 一 0. 
因此 gg 是 2 的 共 白 把 . 
因为 Jacobi 场 的 条 件 关 于 2 和 9g 是 对称 的 ， 故 具有 共犯 人 性 ， 
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即 若 9 共 斩 于 2 则 2 也 共 力 于 7. 最 后 部 分 铺 论 得 自命 题 4.2,… 
和 定义 4.2.2. 

由 定理 可 得 下 述 两 个 推论 . 

推论 1 若 7>(a) 和 7?(2) 沿 测 地 线 ?7 不 是 共 轿 的 ， 则 沿 光 的 
一 个 Jacobi 场 是 由 其 在 7(%) 和 7(5) 的 值 所 完全 确定 的 . 

推论 2% 指标 形式 具有 非 平凡 零 化 空间 当 且 仅 当 y(@) 和 ~y(5) 
是 党 测 地 线 y 共 簿 的 . 

最 后 来 讨论 常 曲 率 黎 曼 流 形 上 的 Jacobi 场 和 共 斩 点 . 设 到 
具有 和 常数 截面 曲率 Ko, 且 y:[0, 站 一 4 为 测 地 线 , 则 Jacobi 场 方 
程 (4.2.15) 成 为 

VrVrJ (t) + KolT OD NT = KKT, IOT, 


其 中 TD)= =y(t). 
因此 ,对 于 满足 J, y(t)>==0 的 Jacobi 场 具有 下 述 形式 
T(t) =1(t) ACt), 


其 中 向 量 场 4( 引 沿 7 是 平行 的 且 与 7 正 交 , 即 
<A(2), y(t)>=0, VyA=0. 


而 44() 满 足 方程 
W(t) +EKoly dwt) =0, (4.2.18) 
从 而 
/ acosv/ Roly'li+bsin VEoly 车 Ko>0, 
的 -| 行 玉 o 一 0， 


acosv [Kol ly ltii+bsinV [Kol Ilys, 车 Ko<0. 
由 此 可 见 ， 在 非 正 常 曲 率 空间 中 测 地 线 上 无 共 斩 点 ， 在 正常 曲率 
企 间 中 存在 无 限 多 个 基板 点 ， 
i=—ng/MV Kolyl, n=1, 2 
于 是 , 若 
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L(y[0, 0) 一 1<m/ ve 

则 仍然 不 存在 共 罗 点 . 

定理 4.2.9 设 黎 曼 流 形 愉 具有 非 正 截面 曲率 ， 则 1 上 不 存 
在 共 力 点 对 

证 明 ”用 反 证 法 .根据 定理 4.2.8， 设 y: [0, ->W 为 测 地 
线 , 且 存 在 非 零 Jacobi 场 7, 使 得 7(0) =J (1) =0, 则 据 (4.2.15) 

VrVm = ROT, J)T. 
因为 Mr 具有 非 正 截面 曲率 , 故 
《VrVr], TILBR(T, TT, DD=— Ku,nl), D>0, 
这 里 天 ww 表示 J.T 生成 的 二 维 子 空间 的 截面 曲率 。 由 此 ， 
《ve7, DVrVr], ID 上 Var7 Ve >0, 


即 函 数 <Vr7T，J> 在 [0, 可 上 是 非 减 的 ， 但 因 J(O) =J(D=0 故 


LT, PD=V, 六 -0，3E [0, 1]. 


从 而 j= 常数 。 仍 因 J(0)=0， 故 得 
7 (1) =0, t€ [0, 1]1. 

这 与 假设 不 符 . 映 : z 

以 往 我 们 已 证 实 ， 对 于 测 地 线 ， 在 小 范围 内 它 的 长 度 为 最 小 
(定理 4.1.7). 很 自然 地 进一步 要 问 ; 在 怎样 的 条 件 下 ， 具 有 相同 
问 感 的 曲线 弧 中 , 测 地 线 弧 相对 于 邻近 的 曲线 弧 是 最 短 的 ?其 问答 
粗糙 地 说 是 : 从 一 点 p 出 发 的 测 地 线 y, 相对 于 邻近 曲线 , 只 到 多 
关于 ? 的 第 一 个 共 轿 点 时 才 是 最 短 殉 .这 也 给 出 了 第 一 个 共 思 点 
的 几何 特征 .精确 地 ,我们 有 

定理 4.2.10(Jacobi) 设 7:[0, 二 > 天, -y(0) =p 为 测 地 线 
强 ， 且 设 [0, 1 x (一 s,s) 一 为 7 的 保持 端点 固定 的 变 分 ， 
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(1i) 若 7 上 无 共 斩 点 , 则 存在 正 数 8( 过 8) 使 得 对 于 任何 s€ 
(一 人 ， 6), 有 
歼 (8) 万 (0)， 


”这 里 L(s) 表示 曲线 弧 os: [0 1] 一 MMM, Hos( 坟 =a( 人 二 8) 的 长 度 ， 


并 且 知 m 的 轨迹 与 7 不 相同 , 则 到 (s) > 工 (0). 

(过 ) 车 y(to), toE (0 1) 为 p 一 7(0) 关 于 的 共 郝 点， 则 在 

在 正 数 (8), 使 得 对 于 任何 sE (一 56, 3), 有 
L(s) <L(0). 

证 明 ”我 们 把 (i) 的 证 明和 留待 下 节 基 本 指标 引 理 以 后 进行 . 
但 在 此 指出 ,不 含 共 堪 点 对 的 测 地 线 % 相对 于 不 在 > 邻 域 中 的 曲 
线 可 能 不 为 最 短 ， 例 如 圆柱 面 上 的 螺旋 线 ( 测 地 线 ) 就 会 出 现 这 种 
情况 . 

今 证 (二)。(ii) 叙述 了 下 述 事 实 、 若 测 地 线 弧 7 包含 共 思 点 
对 ， 则 在 连接 7 的 两 个 端点 且 任 意 邻 近 7 的 曲线 绒 中 ， 总 存在 比 
7 的 长 度 还 要 短 的 弧 . 设 了 是 正规 测 地 线 弧 y:[0, 站 > 的 切 向 
量 , 对 于 满足 ,了 >=0, 保持 端点 不 动 , 且 在 端点 处 VwF = 一 0 的 
光滑 变 分 , 据 (4.2.14), 有 


I(V, W)=| {Vey, VeWY+ CRT, W)T, yas. 

(4.2.19) 

设 广 是 党 测 地 线 弧 7 的 Jacobi 场 ,将 

Va WY》= YrVrV, WY, ViWY, 
代入 (4.2.19), 则 对 于 沿 ?> 的 正 交 Jaoopi 场 J, 有 
ICJ, W) -| 号 ve Wa 

Ved (DD), WOD>— Vr (0), WO0)>. (4.2.20) 
设 Y(to) 是 p 一 7(0) 关 于 7 的 共 二 点 , 由 定理 4.2.3， 存 在 沿 7 
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的 jacobi 场 了 使 得 
J(0)=J (to)=0. 
故 由 命题 4.2.4 的 证 明知 道 
《J, T>|x»—0. 
此 外 ,因为 J(to) 一 0， 故 YrJ (to) 玛 0， 否则 7 切 反 0 这 与 了 油 7 
非 消 失 不 符 . 
设 f: [0, 如 一 慷 为 可 微 函 数 , 它 满足 


f(O)=fD=0, f(to)=1i. (4.2.21) 
设 Z 是 沿 7 的 这 样 的 平行 向 量 场 
VrZ =0, Z(to)=—VYr/ (to). (4.2.22) 


对 每 一 个 实数 入 ,定义 沿 7 的 回 量 场 如 下 . 


J OE) HAF ZS), $€ [0, 说 ， 
Val -fz (#) [下 
由 了 和 的 定义 即 知 


了 >(0) =Y,(D) =0, 《<《Y,, T>=0. 
故 了 , 可 引出 > 的 一 个 正常 ( 即 保持 ? 的 端点 不 动 )， 正 交 的 分 段 
光滑 变 分 。 以 下 来 计算 
I’'(0)=I(Y,, Y,). 
首先 计算 由 7(0) 到 7(to) 的 测 地 线段 。 以 Tu 上 表示 
(4.2.19) 式 中 , 令 玉 = 了 = 了 Y,, 且 由 0 到 如 的 积分 为 了 ,(Y, 了 ,). 
由 于 工 是 双 线性 的 , 得 到 
Ti (Ys Ys)= TT, J)+2NT (YT, 2)+N TSE, f2). 
由 (4.2.20) 一 (4.2.23), 注意 到 J 为 Jacobi 场 , J (0)==J (to) 一 0， 
改 
Ts.(T, J)=0, | 
Ti (JT, f2)= Vr (to), f(to)Z (to)>— Vr (0), f(0)2(0)> 
= 《Vr (to), —Vad (to)> = — Vr (to) bi., 
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由 于 积分 的 可 加 性 , 故 
TGF ZJ 一 IF 了) 二 | (vaM72， VNf2Y 


+ R(T, MZ)T, MII}Adt= —2NV (bo) 
+%IT(fZ, f2). 
由 此 可 见 , 对 充分 小 的 和 I( 了 ，,, 了 ,) 过 0， 即 对 这 些 x， 我 们 可 得 
到 一 个 正常 . 正 交 的 分 段 光 滑 变 分 ,使 得 (0)<0， 又 因为 (8) 
= 0 这 意味 着 L(%) 二 (0)， 即 存在 一 个 8 使 得 入 E (一 8, 8) 时 ， 
变 分 曲线 族 中 曲线 段 的 长 度 LN) 过 (0). 


习 是 


1. 证 明 : 由 性 .2. 为 式 定义 的 诱导 联络 了 满足 (4.2.) 和 (性 .23. 人 多 式 . 
2. 设 7:La, 6] 一 (MM, 四 是 正规 测 地 线 , 六 是 保持 7 的 端点 为 固定 的 变 
分 向 量 场 。 证 明 Y 的 弧 长 的 第 二 变 分 公式 可 珍 成 
dL 0 = Iv? ~RD, 9 ， 7 ， ~y at 


ds 
一 一 「 {Vy ?+ (ROC, yy', VYas 


其 中 V=V-(V, yD. 

3. 洛 对 于 曲线 y:[a, 8]>MM, 其 长 度 总 是 变 分 曲线 之 长 的 极 小 值 , 则 称 
y 在 yx 和 ?yo 两 点 之 闻 为 相对 最 短 . 证 明 ; 如 果 (, 人 是 截面 曲率 非 正 
的 黎 受 流 形 , 则 CM, 9g) 上 的 测 地 线 关 于 其 上 任何 两 点 为 相对 最 短 . 

4. 在 单位 球面 83 上 , 举例 说 明 ， 测 地 线 对 于 其 上 任意 两 点 为 相对 最 短 
这 一 结论 未 必 成 立 . 

5. 设 y:[La, 2 一 到，s hy) 是 黎 届 流 形 (M，9) 的 正规 测 地 线 。 开 .了 
为 沿 7 的 Jacobi 场 。 证 了 明 : 

Q) 若 X= 了 (9)Yy Cs)， 则 7) 一 as 十 D， 4, 5 为 常数 

Gi) 若 在 y 的 两 个 不 同 点 上 盛 与 7 正 交 , 则 

《 开 ，? 7 一 0; 
(il) (X, VyY)— (VyX, 7) = Const. 
$.。 设 7:L0, 7 一 人，9) 为 正规 测 地 线 , 证 明 : 


"Y27 ， 


夺 妈 为 沿 ?7 平 行 的 单位 向 量 场 , 使 (N to，7 to07> 一 0 了 一 DRN 为 7 

的 人 分 站 量 场 , 则 
SF OW= 一 | fF" +FRY, N, y, ND) 

7. 试 证 定理 4.2.8 的 推论 1 和 推论 2. 

8. 设 p, 9 是 黎 曼 流 形 用 的 两 个 不 同 点 ， 从 Pp 到 9 的 曲线 0:[a, 6] 一 
六 的 能 量 定义 为 

EB (0o) -去 | jo' CO 1 2as 

作 光 消 变 分 a:[a, 6]X (~s， 9) 一 站, 使 得 ao( 人 一 ab 0)=0(, alg, 9)= 
co Ma) 一 D，wkKp，8) 一 CD) 一 4。 证 明 : 关于 上 述 变 分 ca， 曲线 gc 是 能 量 泛 范 
EB 的 临界 点 的 充 要 条 件 是 o 为 测 地 线 . 

9 催 了 Tv49) 表 示 沿 测 地 线 y:L0， 菇 一 2 为 分 段 光滑 、 在 7 的 端点 消 
失 、 且 使 (了 了, 了 》 ==0 的 向 量 场 了 所 构成 的 向 量 空间 ， 试 证 : 在 ZTC2) 上 指标 
形式 工 的 零 化 度 v 满足 0 志 v 志 一 J， 这 里 ;一 mM: 并 且 以 m 维 球面 gm 
上 的 对 径 点 为 例 说 朋 > 可 以 取 到 最 大 值 (mw 一 了 . 


$3” 曲率 与 拓扑 


3.1 指标 引 理 Myers 定理 


定理 4.3.1 (基本 指标 引 理 ) 设 y 是 用 内 由 Pp 到 g 的 测 地 
线 , 且 在 7 上 2 无 共 邢 点 ， 设 歼 为 ?7 上 分 段 光 滑 向 量 场 ， 闻 为 唯 
一 的 Jacopi 场 , 使 得 

VP)=W(p)=0, V(g)=W(g), 

出 Ty, PV)<IOW, W), 
且 等 式 成 立 当 且 仅 当 到 = 下 . 

证 明 ”分 三 步 进行 . 

4. 设 {0} 为 To(M) 的 一 个 基 , 将 2 拓 广 为 沿 7 的 一 个 Jaoobi 
场 六 ,, 它 满足 VV,(p)==0, 了 VV,(g)=%， 因 为 p 在 7Y 上 雹 共 轿 点 ， 放 
由 定理 4.2.8 的 推论 二 这 是 可 能 的 且 为 唯一 的 。 此外， 除去 2 点 
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外 , Jacobi 场 Fl …,， Fw。(m 一 dimM) 是 线性 无 关 的 ， 因 为 了 (2 ) 
=0, 可 将 了 写成 (参考 (4.2.17)) 
Vi=tA,, 
这 里 是 7: [0, 1]>W 的 人 参数， 而 4, 是 >” 上 某 个 向 量 场 。 因为 
VarF(O) = A,(p), 
故 A1,…，4。 同样 是 线性 无 关 的 。 且 因 此 存在 mm 个 函数 gi()， 
使 得 
WD = g(t 4). 
但 四 你 (2) =0， 故 存在 沿 分 段 光滑 函数 f; 使 得 
环 一 对 fi ,VV= DA DT,. (4.3.1) 
2、 因 为 站, 六， Vj; 为 Jacobi 场 , 利用 Jaeopi 方程 ， 直 接 计 
算得 
(Vey VO- Vap) 
=《VrVrV, VO—<Vs, VrVr? > 
R(T, VT, V» 
—《BR(L, VT, 了 > 一 0， 
故 有 
《Var ， 1 一 个 VrV > 一 o。 (6 为 常数 ) (4.3.2) 
又 因 (0) = 了 Vy(0) ==0, 故 上 式 中 6 一 0. 因为 了 (0) 一 0 由 (4.2.20) 
式 即 得 
I(V,V)=<V2T (1), 7 (1)> 
= f(D DV (1D), Vj;(1)>. (4.3.3) 


3. 由 (4.8.1)， 
VzW 一 之 太太; 十 之 jYr7 二 4 用 


于 是 
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IOV, W)—[ (4, 仿 +364, BY+<B, B) 
十 《BR(T WT, WO) (4.3.4) 
其 中 


|B, Bas= | ff Kv, Vay yat 
-| /7 (vp, 了 > 一 《VarVrPF，， PN)at. 


册子 
对 第 一 项 进行 分 部 积分 ,对 第 二 项 使 用 Jacobi 方 程 且 利 用 (4.3.1) 
得 


fa, Byas= BD DD , VD 
| 匀 fofiKVoV;, Vs> tfify VrV,, Vo da 


-| RT, DT, Vat. 
由 (4.3.3), 上 式 右 侧 第 一 项 为 了 (V， 了). 由 (4.3.2) 且 其 中 o=0， 
故 第 二 项 恰 为 3| 《4, BYd#， 于 是 
| | KB Brat—I(y, V)-| (2k4, BY+CR(CT, V)T, yO) 
代入 (4.3.4), 最 终 得 

I(W, W)=I(V, V)+| 4, Aat>I(V, 7), 

等 号 仅 当 

4- 习 FFi=0， 即 f=fi(D). 


从 而 玉 = 了 了 时 成 立 . 

现在 我 们 来 证 明定 理 4.2.10 的 全 . 设 ?7 为 测 地 线 , 点 y(t0) 是 
7Y(0) =p 点 沿 7 的 第 一 个 共 叔 点 ， 则 对 于 在 >(0) 和 7( 轨 )， 芒 < 加 
消失 的 任何 向 量 场 大， 因为 此 时 在 这 两 点 也 消失 的 沿 y|ioi 的 
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Jacobi 场 了 =0, 故 由 基本 指标 引 理 ，1( 序 , 玉 )>>0， 即 对 于 保持 
7(0) 和 7(#*) 不 动 的 任何 变 分 向 量 场 画 均 有 I(W, WW)>>0， 又 
由 于 娘 (过 to) 的 任意 性 。 即 证 实 了 测 地 线段 在 具有 相同 端点 的 曲 
线 中 , 在 直到 第 一 个 共 罗 点 的 局 部 范围 内 , 长 度 是 最 短 的 . 
利用 指标 引 理 还 可 证 明王 列 定理 . 
定理 .3.2(Myers) 设 m 维 歼 曼 流 形 以 的 Ricoi 曲率 
Rioe(M)>(m—1)/r’, r=o0nst(>0), 
则 有 上 每 一 条 长 度 大 于 wr 的 测 地 线 都 含有 共 罗 点 ， 因 而 不 是 极 
小 测 地 线 . 
证 明 设 7:[0, 1]j~> 计 是 长 度 为 上 的 测 地 线 ， y= 上 ， 设 
V,(0) ETyo( 如 ) 使 得 
<V(0), P30)2= O66, J=1, mh Vn (0)=Y (0)/D, 
将 V;(0) 沿 :Y 作 平 行 移动 , 设 得 到 的 向 量 场 为 V(t). 故 有 
Vi VO=6y, VyVi=0, Vn=Y/L. 
骨 令 W(#) = 了 V(t)sin 5 加 
于 是 


1 
IT WO=——)| SW Vr vr Wi RY, WY 


-| Gain mt) [mn:~L ROVm, Ve, Vn, VO 
SIW, W) -| (sim?nt) [Cm—1)m— LI28 CV Va) 


式 中 SCVm, 六 mn) 为 关于 Vn 的 Riooi 曲率 . 由 于 RioC(M) 之 (m 一 
1)/7? 且 工 >>wr, 故 

(m—1)w— LS(V,, Vm)<0. 
这 就 意味 着 
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SIW, Wi) <0. 


故 必 存 在 某 一 个 名 使 得 ICW;, WW) 过 0, 根据 基本 指标 引 理 ,y 含 有 
共 轿 点 对 , 由 Jaoobi 定理 4.2.10, > 不 是 极 小 测 地 线 . 年 

因为 当 M 是 半径 为 的 mm 维 球面 时 ,其 截面 曲率 为 常数 1/73 
故 Ricoi 曲率 为 常数 (m 一 1)/r?、 由 定理 可 知 ， 每 条 长 度 大 于 mr 
的 测 地 线 都 含有 共 轿 点 对 ， 所 以 定理 中 的 常数 (m 一 1)/r7? 不 能 再 
增 大 . 


推论 车 用 是 完备 的 , 且 Rio(M) > 宇 = , 则 冯 是 紧 致 的， 
其 直径 9<wr, 且 具 有 有 限 基本 群 . 


证 明 ”内 为 完备 黎 曼 流 形 中 的 闭 有 界 集 是 紧 致 的 , 故 据 Myers 


定理 , 用 自身 是 紧 致 的 , 且 其 直径 
Grr 
令 wm: 及 一 人 是 戏 的 通用 覆盖 (参考 本 节 8 3.2)， 于 是 午 和 


M 一 样 是 紧 致 的 。 因 此 ,对 每 一 点 PE M， 集 合 w-1(p) 必 具有 有 


限 基数 性 质 , 故 型 的 基本 群 是 有 限 的 .里 

由 推论 上 直接 得 到 

定理 4.3.3(Bonnet) 设 用 为 完备 答 曼 流 形 , 若 其 截面 曲率 
KK 有 正 的 下 界 , 即 

kK 2>0>0, 

则 六 是 紧 致 的 且 其 直径 dc/ 6. 

在 结束 本 段 之 前 ,我 们 不 加 证 明 地 引述 球面 定理 , 详细 内 容 请 
参考 文献 [18]. 


定理 4.3.4( 拓 扑 球面 定理 ) 设 M 是 mm 维 完备 单 连通 的 黎 


曼 流 形 , 它 的 截面 曲率 天 满足 
F<K<y, (4.3.5) 


* 242 。 


NW MA 


Bl "et or a 


则 必 同 胚 于 ”m 维 球面 8”. 
这 个 定理 最 早 由 Raueh(1951 年 ) 在 子 KEK<1 的 假设 下 证 


得 . 后 来 ,Berger (1960 年 ) 种 Klingenberg (1001 年 ) 把 它 改进 为 
上 述 的 最 佳 形式 ， 如果 曲 率 条 件 (4.3.5) 改 为 
F<K<l, (4.3.6) 
(i) 当 的 直径 dx>w 时 ,MX 同 胚 于 球面 8"， 
4 《让 ). 当 用 的 直径 dx 一 m 时 ,人 等 距 于 紧 致 次 1 对称 空 间 ( 妈 
或 8", 或 复 射影 空间 ,或 四 元 射影 空间 ,或 Cayley 数 射 影 空间 ). 
后 者 被 称 为 Berger 最 最 小 直径 定理 . 作为 Bopgnet 定理 (定理 
4.3.3) 的 推广 , Toponogov 最 大 直径 定理 是 ; 若 ML 为 m 维 完备 黎 
曼 流 形 , 其 截面 曲率 玉 >3>0 且 直 径 dx 一 wm/M5 ， 则 MM 等 距 于 
半径 为 1/ V5 的 m 维 球面 . 
另 一 方面 ,我 们 知道 , 当 mm<6 时 , 同 胚 于 Br 的 微分 演 形 必 全 
分 同 胚 于 Sm"， 当 m>>7 时 ， 有 些 流 形 与 Sm 同 胚 但 不 微分 同 用 . 
因此 ,在 怎样 的 曲率 条 件 下 能 保证 微分 同 胚 于 球面 呢 ? 
定理 4 3. -5 微分 球面 定理 对 于 任何 m 存在 Gm | i 


1 


使 得 若 m 维 完备 单 连通 巡 受 流 形 型 的 截面 曲率 天 浇 是 :，… 
Sm<K<l1, 区 “4 3.7) 

出 M 微分 同 胚 于 球面 8". 这 里 So~*0， 68(m yoo)， : : 

(4.3.7) 是 下 述 更 一 般 条 件 的 规范 化 和 
6c<K<e (0<6<1), (4.3.8) 
其 中 o>0 是 常数 ， 截 面 曲率 满足 (4.3.8) 的 黎 曼 流 形 称 为 5 迭 挤 
(5-Pinohing) 流 形 
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最 后 说 一 说 间 伦 球面 问题 . 一 个 mm 维 紧 致 微分 流 形 天 , 若 它 的 
同 伦 群 ,mi(20) 一 0, i 一 1.…, m 一 卫 则 称 用 为 和 w 维 同 伦 球面 . 

定理 4.8.6( 同 伦 球面 定理 ) 设 到 是 mm 维 完 备 单 连 通 的 黎 
曼 流 形 , 它 的 截面 曲率 玉 >3>0 且 直径 du>m/2V5 ， 则 MM 《 是 一 
个 m 维 同 伦 球面 . : 


3.2 非 正 曲率 流 形 的 了 瑟 adamald 定理 


我 们 已 知道 , 指数 映射 expy: T,(M)>M 是 局 部 微分 同 胚 ( 定 
理 全 工 .3)、 自 然 要 间 ， 在 较 大 范围 时 情况 如 何 ? 名 什么 条 件 下 , 指 
数 映 射 是 整体 微分 同 吓 . 为 此 , 先 引进 拓扑 学 上 的 有 关 结 论 。 … 
定义 &. 3. i 设 加 和 生 都 是 向 分流 形 . 揣 射 : 和 > 车 
满足 下 述 条 件 ， 
“(i) w 是 连续 映射 , 生 4( 和 前 ) = MM; 

Cii) 对 每 一 点 PEM, 存在 p 的 一 个 今 域 D (各 为 的 特定 

全 城 ) 使 得 
| AD) ~ Ds, / 

其 中 六 是 两 两 不 相交 的 开 集 ， 且 mr 在 每 一 个 Dr。 上 的 限制 0: 
Ds 0 为 同 胚 ， 则 称 w: 禾 >2M 为 覆盖 映射 ， 儒 是 MM 的 覆盖 空 
间 。 

回想 起 , 连续 呐 射 w: [0; 寻 一 下 称 为 ML 的 {连接 a(0) 和 a( 
的 ) 一 个 弧 . 

定义 4.3.8 设 z5: 有 ->M 为 连续 映射 , q:[0 如 -x 用 是 到 的 
一 个 弧 , 若 存在 站 的 一 个 弧 友 :多 寻 s> 弄 , 使 得 . : 

OG = 0 

即 有 | z 
则 称 & 为 弧 w 的 以 3(0) 为 始点 的 提升 ， 如 果 M 的 每 一 条 弧 都 是 
ea dd 。 


M 
wa 
® 


J] 
[0,1 2 M 


可 提升 的 , 则 称 x: 及 ->M 具有 提升 弧 性 质 . 

以 下 叙述 两 个 今后 要 用 到 的 拓扑 学 上 的 结果 。 写 成 

引 理 1 设 w: 及 ->M 为 覆盖 映射 , 若 1 为 弧 连 通 且 庭 为 单 
连通 , 则 w 为 同 胚 . 

引 理 2 设 w: 五 一 M 是 具有 提升 弧 性 质 的 局 部 同 胚 、 若 四 
为 局 部 弧 连通 , 且 M 为 局 部 单 连通 , 则 w 为 覆盖 映射 . 

现在 可 给 出 指数 映射 为 整体 微分 同 胚 的 一 个 充分 条 件 ， 即 有 

定理 和 .3.7 (Hadamard) 设 有 以 为 截面 曲率 KK<0 的 单 连 
通 完 备 黎 曼 流 形 , 则 3 与 欧 氏 空间 微分 同 胚 ， | 

这 个 定理 描述 了 区 <0 的 完备 单 连通 黎 曼 流 形 的 拓扑 结构 - 
我 们 分 几 步 来 证 明 它 . | 

引 理 3 设 为 截面 曲率 及 <0 的 完备 黎 曼 流 形 ， 则 -expy: 
T,(M)->M 是 增加 长 度 的 , 即 著 w，wETT,(MUM), 则 成 立 

(dexpy)ww, (d expy)w)> C0, > 
这 里 ， 已 作 等 同 四 
TT,M)) = TM). 

证 明 车 w==0 则 等 号 显然 成 立 ， 设 % 交 0，7: [0, ->M 为 

测 地 线 | 
7 =expyiu, iEL[0, 41]. | 
由 命题 4.2.5 仅 需 对 满足 ov, 似 一 0 的 w 加 以 证 明 . 由 命题 4.2.5 
的 证 明 过 程 
J (t=t(dexppww, tEL0, 1 
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是 > 上 Jacobi 场 ,日 
J(0)=0, Ya 00) 一 四， 《7 (了 (为 2 一 0。 
因为 玉 委 0, 故 


《Ya VrJ>=2(CVaJT，VaVrVaJ>》 上 +《VrVaJT，VrVr7>) 
一 2(0Vrvany 及 一 天 cvnlvar )>=0, 
式 中 天 my 表示 由 工 和 Varvy 确定 的 二 维 子 空间 的 裁 面 曲率 . 
由 上 式 即 知 -CVsJ，VzJ》 为 单调 上 升 画 数 ， 由 于 J(0) = 0 故 
有 | 
0 VAD Tv, VD) 
VN, YayaJ> 全 = 二- 和 《Van Ye 1>0 
由 此 即 得 “. 
VT, Ve] > LV. VY(0) = kw, 办 >0 #2>0. 
由 上 式 及 区， 有 四 
DDT VIET vv 
=2《VrJ, VnJ> ~ —2K(n, py, D>2kw, Wyo. 
积分 上 述 不 等 式 , 得 到 


oC], J>>2ct 十 -条 < >|，o 
| -2ct 十 326Vr， 12>(0) = 20t. 
再 积分 之 , 得 四 
CJ, Tot +T47T (0)=op， #€ [0, 1]. 
令 i= 上 即 得 : : 


<(d expy)ww, (d expy)ww> = J (1), TD)>o-@ 0>。 :上 国 
由 证 明 过 程 易 见 


* 246 。 


推论 设 尺 =0, 则 expy:7(MN) 一 1 是 局 部 等 距 . 

引 理 和 (OUartan-Hadamard) 设 牙 为 截面 曲率 <0 的 完 
备 黎 曼 流 形 , 则 指数 映射 exps:T,( 了 H)-> 居 是 覆盖 映射 

` 注 ， 我 们 又 由 流 形 的 曲率 条 件 得 出 有 关 的 拓扑 结论 . 

证 明 ”因为 expy:T,CM)->M 是 局 部 微分 同 胚 , 故 由 引 理 2 
只 需 再 证 明 指数 映射 exps 具有 提升 弧 性 质 . | / 

设 a: [0, 了 >M 为 M 的 一 条 弧 ， 由 于 是 完备 的 ,所 Hopf- 
Rinow 定理 ， 存在 VE Ts(M ) 使 得 

exXpwW 王 上 (0). | 

因为 6xps 为 局 部 微分 同 胚 ， 所 以 在 了 (MD 中 存在 。 的 一 个 仿 霹 
VP， 使 得 exps 在 六 上 的 限制 expslv 是 微分 同 胚 ， 利用 其 过 映射 
expz，, 可 在 oE7;(M) 的 一 个 邻 域内 定义 2 

6 一 expz oo 4 [0， EE 且 a(t) Eal [0, 1]) Nexps(7). 

设 4 是 使 得 w 在 [0, t) 上 有 定义 的 4E [0, 1 的 集合 . 4 非 
空 、 且 车 a 在 如 有 定义 , 则 4 在 如 的 一 个 领域 内 也 有 定义 ,， 故 A 
是 [0, 起 的 开 集 ， 若 能 证 明 4 也 为 闭 集 , 则 4= [0, 如 ， 肥 < 幕 体 
可 提升 . 

设 吕 GE [0, 丑 为 4 的 一 个 聚 点 ; 即 在 站 Cd wm 一 二 2 …, 如 -> 
络 . 今 来 证 明 ?E4 .首先 ,证 明 {a( 加 )} 有 一 个 聚 点 , 假定 {a(i,)} 在 
Z(M) 中 没有 聚 点 ， 则 对 Ts(M) 中 任 给 的 一 全 中 心 在 &(0) 的 阅 
球体 D, 存在 一 个 wo 使 得 wx( 如 ) ED, 于 是 就 得 知 从 a(0) 到 a(#) 
的 距离 可 以 任意 大 , 又 由 引 理 3, expp:Ts(MU)->M 是 增加 向 量 的 
长 度 的 ， 因 此 可 知 三 中 从 al0) 到 a(t) 的 内 蕴 距 离 也 可 为 任意 
大 ,但 这 与 从 ol0) 到 

a() = lim oa( 加 ) 
的 内 蕴 距 离 为 有 限 的 事实 矛盾 ， 故 {4(t,)} 有 一 个 聚 点 , 设 为 &%. 
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今 设 口 是 g 在 Tp(MH) 中 的 邻 域 ,使 得 exps 在 口上 的 限制 
exps|5 是 微分 同 胚 ， 由 于 & 是 {&(t)} 的 聚 点 。 因此 存在 mm 使 得 
a(i,) EDU. 因 为 a 是 连续 的 ,存在 开 区 闻 IC [0,1],*E 7 使 得 oCIY 
Cexps(U), :于 是 利用 expyly 的 逆 英 射 expy 可 以 定义 a 在 I 
上 以 a( 如 ) 为 始点 的 提升 . 由 于 exps 是 局 部 微分 同 胚 , 这 偏 提升 与 
a 在 [0, 坪 I 了 中 重合 ,因而 是 到 一 个 包含 到 的 区 间 上 的 延 拓 ， 
因此 集合 4 十 闭 集 .和  * 

应 该 指出 ， 曲 率 条 件 <0. 的 作用 在 于 保证 expy: LM) 
好 是 增加 长 度 的 局 部 微分 同 胚 ., 因 此 ,实际 上 已 经 证 明了 : 若 9: 应 
>M 时 各 和 流 开 同 措 加 区 部 作风 则 p 是 覆盖 映 
射 .，. 

现 来 证 明 Hadamard 定理 - 出 引 理 4 exps’, TCM) SM 为 
覆盖 映射 ， 再 由 引 理 填 exps 为 同 胜 ， 又 因为 oxps ,是 局 部 微分 间 
胚 , 故 其 道 贞 射 是 可 微 的 ， 所 以 exp 是 微分 网 脆 ，- M 4 Row 
dimM) 是 微分 同 胚 的 . 六 / E 

注 ; 举人) 的 家 
云南 8T、 


” 
L 和 和 "_, - 
1 有 
下 ~ -ri + 1 
: * - “ “ “ 四 “ - “ rE : “ 
. ; - : . .i 7” 1 人 
， : » ， - - “ 同 


” 于 设 让 是 办 维 完备 黎 曼 流 形 ， 对 守 任 一 固定 点 办 所 队 ， 条 D 妆 要 僚 
Ty | = Bt {oy yz 表示 从 "出 发 的 初始 向 量 为 XE 
0 的 测 地 射线 置 i 
| SD onp {teRtlyz 为 极 小 测 地 线 } 
着 DD < 则 称 点 2 二 xD 为 ,on 沿 yz 的 割 战 (cut poinb。 试 证 : ns 
是 加 沿 7 的 第 一 共 示 点 ,或 者 mw 与 入 之 间 至 少 存在 二 条 极 小 测 地 线 . 

3， 在 习题 1 的 同样 假设 下 ， 考 虑 由 S(O) 定义 的 映射 全 :Us 下。 设 
R+ 上 的 拓扑 基 取 为 一 切 开 区 闻 (a， 芒 以 及 (a，co]= (xs，co) U {oo}。 试 证 
映射 全 是 连续 的 ， 


4 后， 


” 


3， 在 村 其 衬 的 了 样 假设 下 , 集 含 “ 
C 42o) 一 = {yx CSO) [SCX) < 

称 为 2 的 割 迹 (cut Jocus])。 令 五。 {XI0<t<8(D, XEU,}. 试 证 : 

G) 指数 映射 expe,: 刀 a,>6XPs,\Bo。) 己 用 是 是 微分 同 且 ， 

GD 及 是 eXp a, 《Bo) 和 《wo) 的 非 连 通 之 并 . 

 [ 提 示 ] 以 上 三 题 可 参考 Kobayaahi C Nomizu, “Foundationg of Dif 
Geom.”, Vol, II, pp.96—102. i; ns 

六 设 履 是 心 维 完备 歼 曼 流 形 ， 间 定 一 点 WwE MY 对 于 ML 上任 一 总 
镍 C (wm0), 和 存在 叭 一 的 连接 %0 与 的 极 小 测 地 线 70., 用 "YD 和 6KYD 分 ， 

别 表示 ? 的 单位 切 向 量 和 15 沿 四 由 Riooi 曲率 定义 


人 -aa rr exe 一 下 ge) G9 ior } 

其中 中 pp ) 是 以 m0 为 起 点 的 距离 函数 。 试 证 :、 
Ap( 克 <K (0), 
日 此 者 以 具有 非 负 Hoo 曲率 , 则 
Ap(W) < Cm—1)/pD, 

是 示 - 参考 S. 工 . Yau, “Harmonio funeticnas on complete Riema 一 

nnian manifolds”, Comm. ‘Pure Appi Math., ‘9801975), pp. 201—225. 
,5 在 习题 1 的 同样 候 设 下 ,Sinf{S CX) | 了 EUa} 称 为 点 6 的 单 

半径 . 流 形 M 的 单 射 半径 6 定义 为 6—inf {60. 证 明 : 在 好 紧 致 则 8>0. 


6.. 设 双 是 侦 维 才 的 定向 黎 曙 波形 ， 其 截面 曲率 恒 正 令 y:[g, bp] SM 
是 闭 测 地 线 ( 即 YC) = YC0), Ya) = C0)). 那 末 ， 存在 y 的 一 让 变 分 a: 
[a, 缮 多 (一 8 6) 一 姑 , 使 得 一 切 曲 线 (一 at D: Le, “本 下 (et 访 才 是 
闭 的 ; 和 朋 它 的 长 岩 小 宇 的 长 大 (Syrige' 引 理 》 和 

7. 设 放 是 紧 吾 、 连通 、 定 向 的 偶 维 数 有 基 和 而， 则 


MM 是 单 连通 的 (Synge 定 理 ). : | 和 
[提示 ] 6, 7 两 题 参考 文献 Firel 4 pp. 86828544 
人 比较 是 理 i 


4 1 Hessian .比较 定理 z | 
“一役 ( 凡 , 9) 是 m 维 黎 最 流 形 ; 其 上 黎明 联络 为 v. 
» LAY 。 


A 


定义 4.4.1 设 了 是 M 上 CO2 函数, f 的 二 阶 共 变 导数 V21 = 
Vadf 称 为 了 的 Hessian, 记 为 Hes(f 了 ). 
由 定义 ,对 于 任何 全, 了 E 双 (MD)， 
Hes(f)(X, FY)=VYdf(X, 7) 
~Y(Xf)- (VY)f. (4.4.1) 
根据 黎 曼 联络 的 性 质 ，Hes(f) 是 一 个 (0，2) 阶 对 称 张 量 场 ， 它 在 
M 的 每 点 Pp 诱导 了 了,( 及 ) 上 的 一 个 对 称 双 线性 泛 函 Hes(f)(p): 
TCM) XT,M)—R. 
由 (3.4.26), f 的 Laplasian Af 等 于 Hes(f) 的 迹 , 即 
Af=tr(Hes(f))=tr(Cv27). (4.4.2) 
在 性 上 车 取 关 于 一 点 PE MH 的 法 坐标 系 (2), 则 由 定理 4.1.4 
可 知 , (4.4.1) 和 (4.4.2) 在 p 简化 为 


Hos( (Rp), ip))= sp), (4.4.3) 


Af (p= D. 
由 此 可 见 ，Hes(f)( 了 ,了 了) 在 点 2p 的 值 , 只 依赖 于 向 量 革 ,了 在 p 
的 值 ,而 与 了 , 了 在 2 附近 的 性 态 无 关 . 

现 设 M 是 完备 的 黎 曼 流 形 ,<, > 表示 黎 曼 内 积 . 在 M 上 固定 
一 点 O， 对 于 pE 及, p(p) 一 p(0, p) 为 MW 上 从 0 起 始 的 距离 函 
数 , 它 是 流 形 上 最 自然 的 重要 函数 .下面 考 嵌 距离 函数 的 Hessian. 

在 指数 映射 expo 有 定义 的 O 的 邻 域 expo(B80o)CC 避 内 (参考 
本 章 8$ 3, 习题 1--3), 建立 测 地 极 坐 标 系 《7, 0",…', 0m”), 使 导 
的 度量 g 取 (4.1.7) 的 形状 ,或 写 为 

g= (dr)?+ (fOr Ry(r, OaG'a0! (lei, jem—1), 
(和 .4.4) 
其 中 f(7?) 是 色 向 非 负 函 数 . 设 ZE expo( 召 oj) 不 是 O 的 割 点 , 则 唯 
一 存在 连接 0 和 p 的 极 小 正规 测 地 线 7(2), 使 7(0)=0, 7(7) = 
。 260 。 


», 从 而 p(P) 一 人 。 和 
命题 4.4.1 设 PPRY 加 上 记 壕 ， 对 于 任何 ez 
我 们 有 


Hes(p)( ZX , 二 (0))=0, 
其 中 二 ~ 表示 (4.4.4) 的 径 疝 单位 向 量 . 
证 明 由 定义 式 (4.4.1)， 
mo 井中 )-( 训 小 -(w 名 ) 


其 中 所 已 在 2 附近 搞 绒 成 向 量 场 . 
因为 在 (4.4.4) 的 坐标 邻 域内 ,po 一 wm 故 


9 1 人 下达 (9_ )- 
Bar? 证 从 而 x( 5 辽 0. 
另 一 方面 ,gradp 一 -各 《二 如)-1 帮 有 


(ws) ar(v， 2 p, Vx 部 ) 


-0 久 , 名 | py 计 开 新， 如 
这 就 证 明了 命题 . 


由 于 命题 4.4. 1 当 我 们 计算 Hes(p)( 邓 ,下 ) 时 , 可 不 必 考 腊 
了 的 径 向 分 量 . 
” 现 设 卫 ET,(M) 满 足 (六 2 (0))- 0. 由 于 了 不 是 0 的 共 
思 点 ,我们 可 沿 测 地 线 (起 构造 唯一 的 Jacobi 场 部 (#), 使 得 
证 (0)=0, 入 ( 门 一 并、 (4. 4.5) 
而 且 由 于 在 可 作为 MM 上 音 参 数 测 地 级 族 的 变 分 场 (定理 4 2 60), 
因此 沿 y( 为 处 外 有 (参考 (4.2.6) 式 的 推导 ) 


| 京 ， 到 |=0， ‘0 
。261 。 


据 Jacopi 方程 (4.2.15), 河 Y(t) 有 1 
2 


既然 (和 (0)， 识 )-( 交 CD，-)=0 注意 到 沿 XD 各 一色 


Or 
可 见 沿 y( 录 处 处 有 i Ea 


i 人 总 )-o i 4 
这 样 ,根据 (4 4 了 (4.4. 四 和 (由 年 6)y: 在 点 多 有 1 
Hes(p) (下 ,至 ) 一 {这 ( 谍 +) 一 Cvg 芍 对， 


会 囊 丰 六 Gez 示 
WEA -3 Vs) 
Pi a (4. 4.8) 


由 于 < 是 Tecobt 和 利用 指 术 形式 (4 2 .18)` 则 上 式 可 化 为 
H ba 和 区， 2 Xvd 
oa(p) X) = -[ 全 ( v Ma, i 3 


和 | 2 | -| TY bd +( 这 ， V9 V:s 1 he 


2 三 
a a Dh De 
AY 2). (4.4.8") 
因此 ， 我 们 有 和 1 


#. - 


命题 4. 4 2 设 用 ， p, P, > 知 命题 4 XET,(M) 满足 


(x, 9)- 0， 的 是 满足 (4 4. 5) 和 (4 4 -加 前 法 y 的 击 Jaoohi 
场 , 则 (4.4.8) 成 立 

”为 叙述 方便 起 见 ,引入 下 列 害 义 ， 

252 。 


定义 4.4.2 设 MO, p, y 如 上 述 ， 若 在 点 2 的 2 维 平 截面 
pC 了 (及 ) 包含 径 四 加 量 - -二 (D)， 则 称 ,为 径 向 平面. 用 上 径 


向 平 加 的 疡 加 出 率 称 为 径 向 几率 

定理 和 .4&.3 (Hessian 比较 定理 ) 设 M,(F=1, 2) 是 两 个 和 
维 歼 曼 流 形 ,yx: [0, 7] 一 人 Mx 是 以 弧 长 为 二 为 参数 的 测 地 线 ; ys《7) 
不 是 Yx(0) 的 戎 护 ， 记 户 为 Lo 上 从 yx《0) 起 始 的 距离 哨 数 ， 8 一 
1 2. 车 z 

aa 消 广 的 径 向 曲率 > Ma 沿 ya 的 径 向 曲率 ， 《4.4.9) 
出 | . Hes{p1) (Ay 1) < Hos(ps(Xs, 太 2)， 
其 中 XE Tuc Mi), b= 1, 2, 使 得 : 


《zx 六 Br -x 2 | 
X= =- |X. 


证 明 根据 命题 4. 4.1 以 及 对 X 的 假设 不 失 一 般 性 ,可 以 
ya 人 下 5 一 0, IX-l. 
沿 尖 (从 作 平行 的 和 正 向 量 场 9( 及 ,~ ‘, BY.1(8), BEE) = 

3b-l, 2. 由 (4.4.8 人 ) | 
RT 
其 中 们 (的 是 沿 yx( 失 的 Jaoobi 场 ， 使 得 Xux(0)- 一 0， Xn) = jr 
”类 似 于 (4.4.7), 沿 ys() 处 处 有 (2 人 -< Yay =0. 

因此 可 写 着 i 

代 ,() -号 入 ， ma ,和 (0O) 一 0， (4.10) 


因为 在 点 y1(7)， 人 (7) i141，…，m 一 1) 可 以 任意 选 怪 ( 然后 沿 
71 平行 移动 ), 故 不 妨 认 为 


es O08 4 


广 , 一 法 ,(7) = Shr) Bp (7). (4.4.11) 
法 7 构造 向 量 场 加 
四 MOP 号 MB 
则 由 (4- 妆 4.10) 和 (4. 4.11) 可 见 


(0) = 0, ZF) = T= (7), (4. 4 ‘12) 
| 121"—" (52))°= Xa, (4.4. 13) 


RA | 号 NGDBPG | -| 号 xDaPG | 
-17 a Ysl?. (4.4.14) 
据 (4.4.132)， 应 用 基本 指标 引 理 (定理 4.3.1), 对 于 ?有 
Ta XA) <IVNSD, 2). 


出 此 ,利用 (4.4.9)，(4.4.18)，(4.4.14) 和 和 命题 4 4.2, 我 们 就 有 
Hes(pi)( 瑟 ， 闷 ) 二 ID( 完 1， 锡 1) <<ID(Z， 2) 


2 HG 2 
<|. | Hv 训 ， | 一 ex 富 。， 和 ZX 3 


= "(Ys 过,) = ~ Hes(pa) (Xs, 了 .上 自 - 


推论 在 定理 4 4.3 的 同 祥 假设 下 ， 若 9: ma +oo) -是 
非 减 函数 , 则 


Hes(g(p1)) (Xi, AEHes(p (ps)) (XX,., Xs,). 
证 明 由 复合 函数 求 导 法 则 ， 
Hes(g (p)) (X,Y)=@p”* (Xp) (YD) 
+9'* Hes(p) (X, Y), 
264。 


p 2 = 
注意 到 />>0 及 Zp 一 (了 ， 巡 ), 故 只 需 证 明 


/ Hes(9 (oD))( 起 -， 3 )< Hes (9 (pe) )( 2 0 


: Dre Dra 
和 Hes(w(p1)) (X11. X11) Hes(o (pa)) (SG 3， XX 
因为 ” Hes(p(p) ) ( -2 过 ) 一 9 和 


且 对 于 ( 玉 ， 到 -)=0 有 
Hes(p(p)) (X, XR) -pHes(p) (X, X 
所 以 由 定理 4.4.3 立即 得 证 ， 


4.2 Laplacian 比较 定理 


在 具体 应 用 中 ， 比 较 定理 主要 用 来 与 常数 裁 面 油 率 的 空间 形 
式 相 比 较 , 以 得 到 某 种 估计 。 为 此 ,我们 先 考虑 空间 带 式 中 距离 阔 
WH Hessian. 

设 闻 (Ko) 是 常 曲率 Ko 的 m 维 空间 形式 , 其 度量 为 g， 在 一 
点 0E 肥 (Ko0) 的 测 地 极 坐 标 系 《7， 人 F,…，0"-!) 下 ,9 取 如 下 形 
状 ( 参 考 本 章 $1, 习 题 9) 


g= (a7) ?+ (f(r)) Ca， (4 .4 的 
其 中 do =h 0) a0ia0: (ei, im-1) 
是 和 - 工 维 标准 单位 球面 的 度量 , 径 徊 函数 Fr) 满足 下 列 方 程 
ff” 二 Kof = 0, 
4.4.16 
{yew -0, f°(0) =1, (4.4.16) 


sin( MRor)/VEo, Ko>0, +r<w/VB 
f= Ro=0 
sh(V—EKor)/V —Ko, 当 Ko<0. 
(4.4.17) 
用 p 表示 及 (Ko) 上 从 0 起 始 的 距离 函数 , 设 65E 再 (Ko) 不 是 
0 的 共 亏 点 ,Pp《P) 一 XETs(M)E(X, 到 一 0 据 (4.4.8)， 
为 了 计算 Hes(p)(, 下 )， 只 要 求 出 满足 (4.4.5) 的 Jaoohi 场 
仿 | i 
设 y():[0,7]-> 朋 (Ko) 是 连接 0 与 p 的 极 小 正规 测 地 线 , 从 
而 Iy1 一 | 夯 | 一 根据 (4.2.18), 沿 的 Jaoobi 场 实 (t) 具有 如 
下 形状 四 
(= u(t) A0D, 
其 中 向 量 场 4(#) 满 足 和 
: 1 全 4-0, 《4 -0, 人 一 人 入， ‘i 
而 函数 (丰满 足 ， | 
f w+Kow=0, 
/ KL(0)=0, wr)=—1. 
由 Jacohi. 场 的 唯一 性, 比较 (4.4.16) 与 (4.4. 18)， 可 见 z 
b=f (8)/f (7). (4.4.18’) 
. A 
因此 ， 友人 办 fer) A(#). 
把 它 代 入 (4.4.8) 的 类 似 式 , 便 得 z 
Hos(p) (了 XY) CY, Vs YY, LY, oo 


440， 下 全 4 


pycr, X),， WX， 元 7 一 0， 


(4.4.18) 
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上 式 最 后 的 内 积 实际 上 是 (4.4.15) 中 关于 径 向 地 - 的 正 交 分 量 部 
分 ,再 结合 多 题 4.4.1, 注意 到 一 般 情 况 下 7 一 Pp 有 


Hes(p) = 了 (9 一 CoCodp). (4. 4.19) 


命题 4.4.4 设 以 (Ko) 为 常 曲率 Ko 的 m 维 空间 形式 ,其 歼 
曼 度 量 为 g, 则 碎 (Ko) 上 距离 肖 数 p 的 Hessian 可 我 达 为 人 4 19), 
其 中 函数 由 (4.4.19) 定 义 . 

由 上述， 利用 Hessian 比较 定理 4.4.3， 我 们 可 建立 下 列 定 
理 . 

定理 和 6. 和 .5(Laplaeian 比较 定理 ) 设 MM, 是 mm 维 完 每 黎 曼 
流 形 ， ?1。 [0， 中 一 4 好: 是 正规 测 地 线 ， 使 Yi1(7) 不 是 yO 的 藉 椭 
瓜 , 记 详 为 攻 : 上 失礼 (0 起 始 的 距离 函数 . 知 用 沿 ?的 径 问 
Rjioei 曲率 Rioe( 元)> (m—1)Ko, BH Ko>0 时 r<m/ VEo, ;. 
则 / ci 

(Ap) Sm- (4.4.20) 


f 0) 
其 中 了 由 (4.4.17) 定 义 ， 

证 明 考虑 常 曲率 Ko 的 mw 维 空 间 形式 Ms(FK0), ya: [0, 7] 
->Ma(Eo) 是 正规 测 地 线 ， 记 ps 为 了 so) 上 从 ys(0) 起 始 的 距 
离 函 数 . 中 4.2.9 以 及 当 玖 o>0 时 ,<m/W 玉 0 可 知 yaC") 
不 是 y1(0) 的 共 

仿 定理 4.4.3 .3 交加 在 MxC% 一 1 2) 中 分 别 招 1 和 
么 正 标 架 场 | pp，，…， 盏 8 B80- 放 } 以 每 个 下 ge (7) 作 为 中 
沿 yi 构造 Jacobi 场记， 使 育 P(0) =0， 序 pr) - BC), i 
+t， ， Mm 一 41， 于 蚌 , 我 们 有 


w Xe 


Hes(p) (BP BP) 


= [ram 六 (Bo ( Bp , 亚 元 2 HV) ds 
: ($=1, », mC— 1 b=1, 2) 


和 
(Ap (pl) = (tr Hos(p)) u(r)) - -站 人 { 室 3 Rol 


二 号 Bo (Bp, 2 2)2, 万 Pa 


t==1 


”因为 Ma(Eo) 是 空间 形式 , 据 前 面 所 述 ” Jaoobi 括 知 22 必 具 
有 各 下 形状 : i 时 


ZE 2 2 的 -| pl®) Fo (2) 人 和 , 
其 中 必 ( 国 满 是 (生生 .187 
因此 ， 


(Aps) Cyalr 一 人 | 二 —t) (C(t)) 


it . 


0 


和 eg {OYE OY 
现在 仿照 定 理 4.4.3 的 证 明 中 向 量 示 Z 人 的 杨 造 ， 我 们 沿 
ya 作 m 一 1 个 相互 正 交 的 向 量 场 、 ，， i 
MOTION A LAL -IST pb 0), | 
ve Zi CD) KE 了 


这 样 , 由 基本 指标 引 理 及 定理 条 件 , 就 有 
。268 。 


(Api) (Y1 《0) . i 
和 


< 有 加 tsa 一 轩 (en(z 一 

-=| {Cm-D wD) pC Rio® 抽 二 

< (wm 一 D| {C10 的 ) Komu’ Oj 四 
pA 《4.4.21) 


另 一 方面 , 大 (4.4,19) 得 人 
( Ap2) (ya(f)) = ) 一 (二 He (ps)) Cy (nD)) 


1 号 Hes (ps) (B2(mD，BP oO) 


1 f (7) 
f°(7) 
(mo Fr) 
把 它 代 入 (4.4.21) 即 得 (4.4.20). 量 


注意 到 对 复合 函 o(oyj 有 Ag(p) 一 gp 十 9'Ap, 故 得 
推论 1 在 定理 4.4.5 的 同样 假设 下 , 若 P:[0， 十 cc) 一 可 温 
非 减 函数 , 则 
(Ap Cp) Oatr)) <pr Cr) + Cm— Doe’) FY. (4.4.22) 
推论 2 设 必 是 mn 维 完备 黎 曼 流 形 ，， 它 甬 Bionil 曲 率 疡 一 
Cm 一 了 Db (6 之 0), 则 在 距离 函数 p 的 可 微 点 有 


-区 fF (人 (再 他 (Fy, hE (7) 


Ap<L 1 (1 +hp). (4.4.23) 
z 证 明 据 定理 4.4. .5 和 式 (4 4.17), | 
sh (Ip) | 


对 于 2 之 0, 考虑 函数 了 (w) 一 (40)sh ewoho, 易 见 (0) =0, 
-YY 避 


Fb’(%)= gh 2 十 4(oh vw— gh ?)>0. 
因此 ,天 (z)>0, 即 | : 
ohw ,1+w 
dh 和 vw 
将 此 不 等 式 应 用 于 (4 4.24), 即 得 (4.4.23). 用 


4.3 ”体积 比较 定理 ， 


和 困 积 是 几何 学 的 基本 概念 之 一 、 如何 计算 黎 坚 流 形 上 某 个 紧 
致 区 域 的 体积 日 然 是 关注 的 一 个 问题 ， 最 简单 的 情况 是 计算 m 维 
欧 氏 空间 &” 中 标准 单位 球体 .B” 的 体积 bm 一 Vol(B") 
设 (wi,，…， zm) 是 ”的 直角 坐标 ，, 它 的 球 坐 标 ( 入 ，……， 
gy 
mimtoo80s, 
v2 — + sin 01 008 0», : 
vm_1—t sin 0Eginpba Sin On _ scoBOi et ~ 7 31 
“igntgindsinOr -snonissnOa 
和 和 don 一 加 0 入 dSn-» i 


其 中 OS m1 是 7 | 从 单位 标准 球面 9 8 一 9B” “的 体积 元 .利用 
a 


球 玩 标 柴 , 我们 覃 算 福 - 的 


i We so Tom pe td -1 7 Cm-1 
(4.4.25) 
让 om- :是 SB 的 中 一 工 华人 各 -这样 为 了 计算 5, 只 要 计算 


pm 1 


如 所 知 , 对 于 wo>0，Gamma 函数 厂 (z) 定 义 为 ， 
WS0 。 


Ta) = | et dt 
TT(w441) = wTI'(%), 
TITmt+1) =m!, 


网 on 一 Ca 


于 是 利用 R" 的 球 坐 标 系 ， 注意 到 3 一 如 我 们 有 


人 ea | oR dns A dem 


-| 。 ea 人 | ER 


: 入 m1 —ts _ (®) 和 
on | + 2 ot 9 Cm_af 5 . 
m= 2 时 ,oa 一 2 mr, 故 

| ond Vm-T(3). 

由 上 两 式 便 得 和 
2 .4.20) 


和 
对 于 一 般 黎 曼 流 形 ， 计算 其 地 球 的 体 可 是 十 分 办 我 
们 和 希望 能 给 出 某 种 估计 . 
定义 人 .4.8 设 ( 虱 ，9) 是 人 维 完 各 答 显 流 形 ,对 任 一 点 OE 
训 ， 记 Pp 为 从 0 起 始 的 距离 函数 . MEWMOVO ey 7 为 半径 的 
测 地 球 Bo(7) 定 义 为 
Bo(7) ={pE MI|p(P) < 路 


从 而 


。° 364 。 


在 不 引起 混淆 时 , 也 简 记 为 为 (7. 

如 果 Bo(r) 位 于 O 的 割 迹 之 内 , 则 通过 指数 映射 expo:io(2) 
一 必 ， 可 使 BoCr) 与 看 作 欧 氏 空间 的 To(M) 中 半径 为 7 的 球 B” 
相对 应 。 因此, 只 要 知道 指数 映射 expo- 的 Jacobi 行列 式 , 就 可 计 
算 Bo(r) 的 体积 四 

对 于 任 一 wETo(M), 在 O 的 处 迹 内 取 从 O 出 发 的 测 地 射线 
y= expo( WW) 设 {ar Bo 3 一 2 是 工人 有 的 一 个 昧 ; 作 
出 Tw (To(M)) 与 To(M) 的 自然 等 同 ， 则 (a oxpo) waiE Tx (M), 
4 一 4,，…, mm 一 二。 由 命题 4.2.5, { (d expo) wey °°， (a expo) twEm-1 
(dexpo) wm 一 7 ( 丰 } 构 成 人 xs (2M) 的 一 个 基 . 于 是 , 指数 映射 expo 
在 妮 的 Jacobi 行列 式 是 

Vexpo (i) 一 (qd expost) 入 … 人 和 人 《 oxpoem) [les A 人 \ eml, 


(4.4， 27) 
其 中 eA eat oo) 
设 人 rr 下 00") 是 人 上 关于 后 O 的 测 地 极 坐 标 系 , PE M 


不 是 0 的 共 固 点 , 则 唯一 存在 从 O 出 发 的 正规 测 地 射线 (5): [0, 
?> 人 M， 使 7(0) 一 0，y(7) =p. 在 To(M) 中 取 乏 正 基 {BB …， 
局 wi nm 一 7 (0)}， 把 它们 拓展 成 沿 YG) 的 平行 场 {B14(t)，…， 
nD) ，m(t) 一 y(t)}， 仿 证 明定 理 4.4.5 那样 ， 沿 7(D 构造 
1% 一 一 1 个 Jacobi 场 故人 人， 使 五 (O) =0, Kr) = -BE,(r), ¢=1, z 
m—1. 对 是 ,作为 单 参数 测 地 级 族 变 分 声 的 的 (天 者 (4 2 17) 
A 1(8) = (G expo) sm, (t80), $=1, »%,, ml “(4.4:28) 
其 中 st€E mao (To(M)) 傍 ToCMM) 由 下 式 完全 确定 : 
(Gd -expo) re, (rai) = EF), t=1, ., m— -1 
令 sm 一 卫 m 一 Y (0), 则 / 
(G expo) anem = Y 0). 
P08 。 


据 命题 4.2.5, 向 量 场 { 久 (从 …， 依 。: 人 的， 灌 7Y 坟 处 处 互 
相 正 交 , {81,，…，sm} 是 Zo(MN) 的 一 个 正 交 基于 是 ~ 由 (4.4.27) 
和 (4.4.28) , 指数 上 映 射 expo 在 女 。 的 Jaeobi 行列 式 Jexpo (#8B») - 
一 J 人 .由 (这 里 g= (0 …， 9 是 如 wm 一 7'(0) 的 球面 坐标 ) 为 
Tt, 0) =| AN A ON AGIIA, (to) 入" 
人 \ (fem-2) 人 7》 (0) | 
一 2 (2) 人 … Eni(D 1/# I :Ngm_al, 
今 dvx 和 wan 分别 表示 型 和 To(M) 守 Re” 的 体积 下 (m 次 
形式 ), 则 在 指数 贞 射 expo 下 ,有 - i 
(d expo) (vu) = A(t, 0)dvp» = A(t, 0 ir! :Ad 


(4.4.29) 
其 中 / 


人 他 0) VJ (¢, 0) 一 8 入 10) A En [到 
0) 


这 里 常数 一 |ss 人 … 人 sm- | 
特别 , 在 点 2 一 门 ， 加 (rm = 如 (7), $=1，…， …， mm 一 七 吉 
Alr, 0) = er "m= A(r)., (4.4.30) 
由 (4.4.30) 及 名 (的 性 质 ,我 们 得 
部 4% 0) = 各 "DD A A Ba 
{dos (CPC), B,C)} -em— Di "DD) A 
7 AB a ~AGO) {BY F(t), FC/ 
,D1 一 Cm 一 D/ 时 . | 
特别 , 当 i 一 ”时 ,1 贸 ,(r) 上 一 上 (m1 十 散 有 - 
BY Br), Bl?) 


A(r) 
由 此 可 建立 下 列 定理 ， 


(4.4.31) 


"L063. 


和 乱 理 全 .4.6(Bishop ( 切 ，Glinther(iiy 》” 设 认 是 轨 妈 完善 
黎 曼 流 形 , 在 一 点 OE NH 的 割 迹 内 建立 测 地 极 毕 标 Cr ， 9). 
人 光 作 的 Ricoi 着 齐全 如 - 加 
ER 本 4) 
即 它 是 人 的 非 增 函数 ， 
; (i 者 以 的 截面 曲率 <o， 则 


十 
~. 
oh 


4 33) 


即 它 二 的 非 减 函数 . 这 里 /7) 由 (4.4. 才 ) 定 义 ;， 
证 明 邱 对 任意 确定 的 六 由 (4.4.8) 知 
Yo, 古 (>=Hes(p) BT), BD), je 
多 一 》 m1 i 人 i 
代入 (4.4. 81) 得 


5- SECS Cr (7) -ee 了 4. 4 3 


We ). 车 Rio(M)> (m-l) Ko 应 用 Laplaoian 中 议定 理 4 4. 
5 ,从 (4. 4.34) 得 


4 ey = (Ap) (7(7))— ml Cm- 站 D [ZC Hl 


即 


0 2 4 
由 于 了 前任 间 性 ， 对 于 任何 几 <ma( 在 0 的 秋之 内 )， 将 
(4.4.35) 两 边 从 mi 积分 到 7s, 即 得 : 
四 | < 请 A 
由 于 17s 的 任意 性 , (4.4.32) 镜 证， ” . 
(ii) 车 用 的 截面 曲率 < 玉 。， 应 用 Hessian 比较 定理 .4;4,3 


e 264 。 


及 命题 4.4.4 则 从 (4.4.34) 可 得 


A'(r) fF Cr) z _ 
A FO Sy CECr), oF 7) - 


_ 1 EF 
m1) F077 


余下 就 和 (i) 的 情况 同样 证 明 | 

注意 ，[ (7)/r7] "dvpn~ [f(r) J™ -gr 入 ug ; 是 常 遇 率 RK 
的 空间 形式 在 测 地 极 坐 标 系 下 的 体积 元 其 中 So 表示 om 一 一 1 维 
标准 单位 球面 上 的 体 可 完 C 刚 浊 通 人 、 

作为 上 述 定理 的 直接 结果 , 就 有 

定理 4.4.7( 体 积 比较 定 埋 ) 设 必 是 m 维 完备 黎 昌 流 形 ， 
Bo() 是 天 下 以 OE 为 申 心 ,半径 为 7 的 测 地 球 ， 它 位 地 0 移 制 
述 之 内 ”用 人 (Ko 7) 表示 党 曲率 Ko 的 空间 形式 中 半 苍 为 7( 当 
Ko>0 时 ，r<m/、/ 郊 o) 的 测 地 球 的 体积 . .: 那 来 ， 

: 《i) .其 Rio(M) 记 (rr 一 二 )Ko, 出 Vo Bo(r)) < (Ko; 1 

《二 ) 若 . 必 的 截面 曲率 不 Ko 则 Yel(Bo(7)) 二 VV 《Kor). . 

证 明 关于 0 建立 测 地 极 坐 标 系 (7, 9)， 其 中 9 是 名 -1 维 单 
位 球面 的 坐标 , 其 上 体积 元 记 为 98. ;以 Sm-x( 夫 表示 "中 半径 为 
# 的 m 一 1 维 球面 、: z 

名 对 于 任何 >0,，(4.4 .32) 著 售 - 


JR 


人 | 


2 


[4G 0a0 | [| | 4G, ab 
-一 一 一 LE 一 一 二 1, 
[i a0 h/t 
即 
6 SS。 


|， A(z, 0a0<| [从 [站 mg0 (4.4.36) 
注意 到 Vol(BoCD) = ff ,ACs, 0)a0]as 


VRan = {| GO" ”1g 0 Jas 


SA 
则 从 (和 4.4.36) 立即 得 所 求 . 
(DD) 应 用 (4. 4. 39)， 同 理 可 证 、 有 
“ 黎 受 几何 的 其 他 比较 定理 机 参 网 文献 181. 


: 习 题 z 
牛山 六 < 的 代 纹 空间 形式 是 内 和 点 起 始 的 距离 秋 数 
( 当 o>0 时 ,p<m/V )。 含 wmD) 三 6 pp) = logCl+p),. ,9 为 实 常数 ， 
试 计算 Hes(g1(p)) 和 六 和 
2. 设 (M， 作 是 完备 黎 曼 流落 ， 沙 存在 某 点 0€M. 使 在 关 平 心 的 测 增 
极 坐 标 系 下 , 度量 g 取 (和 .4. 纺 的 形状 , 是 其 中 jykr 仿 二 有 KD; 即 与 从 向 举 


标 * 无 关 ; 财 称 9 关于 点 O 是 多 区 化 的 - 试 这 时 洽 估 条 测 地 线 且 与 生 向 半 


正 交 的 Jaocobi 场 的 一 般 形 状 . 
针 . 设 iy 寺 功 汪 两 个 ww 维 获 概 流 形 , yx:[0, 全 20s 是 正规 江 地 线 ; 


yn 不 是 yx(0) 的 割 点 . 记 px 为 Ls 上 从 yx(0) 起 始 的 距离 负数 ;用 id) 
表示 Ms 上 沿 y: 径 向 的 Ricoi 曲率 ,b 二 2. 若 Rio )> Rien 过 污 ) 目 Mr， 


的 度量 gs 关于 240) 是 模式 化 的 ， i 
(Apu (F107)) < (Ap2) (yz (ny. 
4. 设 (以 ， 力 是 完备 黎 沉 流 形 , 其 士 黎 曼联 络 为 V。 设 fM-> 下 是 M 上 
证 明 : ot 对 
已 > AGlVFI = =|Hes(f) {+ CV (A7) ,VF) 七 了 ie (gradf). 
,is, VE 如 习题 3 所 述 ， 县 Mi 沿 or 的 径 癌 曲率 > 划 *。 沿 ys 的 径 向 
有 阁 pi 是 沿 入 的 的 Jacobl 场 ， 使 得 有 《0) 与 yi 想 雪 ,县 
JV |= 1720) (XGO V1CO)) = 474 0), V4C0)Y, 


“a S66 。 


V1.0)1=172C0), 
划 对 一 切 te[50, rj 有 171OD1<IVeQD HCRaach 比较 目 理 ). 

[提示 . 参考 J. Cheeger & D. G. Ebin, “CGomparison Theorems in 
Riemannian deometry”, North—Hol. Publ. Company, 1975, Amsterdam 
Pp. 29. ] / 

6、 应 用 上 述 Rauch 比较 定理 ， 言 楼 证 明定 理 4. 4. 6. 

7、 设 寻 (K0) 是 常 曲率 区 0 的 mm 维 空间 形式 , 固定 一 点 OEMCEo)。 建 立 
关于 0 的 测 地 极 坐 标 系 (4.4.15)， 届 y: [0,7]> 收 (Ko) 是 从 O 出 发 的 正规 测 地 
射线 ,其 上 没有 0 的 共 轿 点 ， {By Wk 加 1 一 (0)} 是 了 oCM) 的 么 注 基 ， 
沿 Y( 凡 拓展 成 平行 场 {81C0D)，… 家 4 六， 如, 扩 =y (和 }。 租 没 祝 (人 0 槐 次 
?8 一 二 个 相互 正 交 的 Jacobi 场 记 (f)， 使 家 ,(0)=0, 镶 ; (0) == 耳 ,, i=]，…， 
mn 一 1. “证 明 :借助 指 驳 映射 xpo, 开 (K) 的 体积 范 Gon 一 [LfGD]"TdrA 

29m1， 其 中 函数 了 由 《4.4.17) 定 义 , 291 是 和 一 维 单位 球 击 的 体积 郊 、 

8. 利用 上 题 结果 , 具体 计算 : 

Q) 半径 为 畏 和 的 m 维 欧 氏 球面 的 体积 ; 

Ci 4 纵 汉 巾 空间 消 式 站 ~ -中 半径 为 的 现 地 于 的 休 员 


» 20 。 


第 五 过 要 a 子 流 流 


S31, 子 流 形 的 基本 公式 


设 (MM， 和 (HL 站 分 别 是 % :和 nm-2 维 或 县 流 形 , 矿 pa 
入 (A 着 在 AM)C 避 上 处 处 有 
- FI 一 9， ， 

则 次 了 为 守 汪 温 入 《说 入 ) 7 可) 宁 为 和 中 温 入 ( 姨 入 ) 于 波形. 
在 局 部 范围 内 等 距 漫 入 可 看 作 等 距 愉 入 . 于 是 ; 对 一 和 JJ 
可 不 加 区 分 ， 即 对 任意 的 点 不 乓 入， 我 们 也 用 同一 字 邦交 条 点 
J(P)E 砚 吉 在 本 壹 中 ， 流 形 上 的 点 净 改 用 大 写字 母 了 P 过 去 . 这 料 ， 
切 空 间 Tp(M) 是 切 空 间 Tp(M) 的 mw% 维 子 空间 . 用 T} pCM) 表示 
Tp(M) 在 Tp(MM) 中 的 正 交 补 集 . 和 于是， 
Tp(M)=Tp(M)ODTHM). 
2 维 子 空间 全 (用 ) 称 为 用 在 点 了 的 法 空间 ， 命 
TIM= (THM). 
和 切 从 TM 一 样 ，T+M 也 可 构成 一 个 微分 流 形 ， 称 为 到 的 法 从 . 
于 是 ， 
TN-=TMOTIM. 
设 (D, om) 为 用 上 坐标 图 , (0D, y4) 为 用 上 坐标 图 ,使 f(D) CC 
U. 在 局 部 坐标 系 下, 浸入 了 可 表示 成 
y =f 0, 2"), (5.1.I) 
这 里 及 以 后 , 若 无 特 殊 说 明 , 我 们 常 约定 指标 的 取 值 范围 如 下 ， 
A, B, O, .=1, .…, n+%; 


< 人 的 估 


6, 也 Bl 
.00 .8 np 竺 二 “十 办。 
于 是 , 等 距 漫 入 的 条 件 就 是 
z Boa 


A . 
gu D4 Hr Bo (5.1.2) 


其 中 go=( -二 zr), 和 Fas~ (Ber BW), 

设 肝 为 履 上 向 量 场 , ff 一 再 为 局 部 单 射 ， 则 及 并 是 
f(M) 上 的 向 量 场 ， 我们 设法 把 7 下 延 拓 成 现 章 一 个 局 部 向 量 
场 , 例如 记 为 肚 . .显然 , 延 折 的 方式 很 多 , 重要 的 是 由 延 拓 而 得 出 
的 及 当 限制 在 CM) 上 时 ,: 应 与 f 邓 一 至 , 谭 与 延 折 的 方式 天 
关 , 即 
|x 3 
局 部 地 ， 玉 上 疝 量 场 


OO 
Os ” 


Tx 
fs 映 成 了 (了 ) 上 的 问 量 扬 
:0 0 
fx - (x' y Ww) 0 Ov" 
今 设 于 () 为 fsX 在 好 中 的 肩 部 延 折 ,使 。 
: bp.40% |xo 7。 工人)、 


换言之 ， 车 村 ( 妇 一 站 4 Bo 5 则 


双 设 了 为 Md 上 另 一向 量 扬 1 的 局 部 延 拓 为 了 用 
To Wr To. 


我 们 有 
9 $69 。 


命题 5.1.1 设 忆 和 了 分 别 是 记忆 和 .7 的 局 部 延 拓 ,， 则 

[ 芝 ，7 了 1 和 xY 在 了 (4 ) 上 的 限制 与 延 折 的 方式 无 关 ， 这 里 下 
示 ( 天 ,9) 的 黎 曼 联络 。 并且 有 ， 

[X, Pon™= [fsX¥, fnY]=fs LX, 7?]. (6.1.4) 


证 明 由 (65.1.3) 


LY, 71* a | 
(7 ay4 _ys 32 | 


KG) 


A 名)-7 志 识 (X 台 rr | 


~ [X, YH. Sr BT 


U0) 
此 即 表示 [XX， 了 在 了 MD 上 的 限 抽 与 四 方式 无 类 。 


_- A 
因为 ”Yr 了 =(TYr?)4 or 证 


-Ys op) 可 四 


故 由 (5.1.3) 有 


KD 


Ca Bo a | - 
| z 
ta : {2 KD 3 


上 式 在 端 表明 与 As 莹 和 Jr 的 延 拓 方式 无 关 ， 量 
根据 上 述 命题 ， 我 们 可 将 六 与 互 , fw 了 与 了 等 同 视 之 ,上 且 
VrY [json R 可 简 记 为 gx 了 它 的 正 交 分 解 记 为 “ 
vxF =YrY +B(X, Y), (5.1.5) 
其 中 Vx 了 ETZTM, B( 广 ， Y)ETIM., 


,270 。 


we 1 0 
A WE ” 7 5 


命题 5.1.2 设 .三 有 -~ 有 开 为 等 距 浸 入， 则 (5.1. 纪 中 的 六 是 
(MM, g) 的 黎 曼 联络 . 
证 明 设 w 5EO-(M)， 则 由 (5.1.5) 得 
Ver(p7 ) 王 afp .x + (Xb)Y} 
oRbY-tab(VxY + BCX, 了 )). (好 .1.6) 
另 一 方面 ， 
xz(5ZJ=Yuxr(5F) 十 Ba 和 bY). (5.1.7) 
比较 两 式 的 切身 部 分 , 即 得 
Voxr(pI) 一 9 
可 上 见 V 为 到 上 仿 射 联络 . 
又 因 在 /4 ) 上 有 
0=Vzx7T ~YryX ~ {2,7] 
= Vx —VyX+BC(X, FT)—- BCT, X)— [XX, Fl. 
/ .1.8) 
对 于 切 向 部 分 ,就 有 
Vx? —VyX [2X, 了 一 一 0. * 
最 后; 由 人 民 .1.5) 得 
人 Gy 一 总 < 了 ， 了 >y| ran 一 《7z， ZK， gg 
”= 一 《Vxz， Zt+ <Y, VxZ 7 
因此 , V 为 (MN，9) 的 黎 曼 联络 . 
比较 (5.1.6) 和 (5.1.7) 的 法 向 部 分 ,有 
.Bl(gX, bY )=08 BC(X, 7). 
由 (5.1.8) 的 法 向 部 分 得 ;，- 和 
 B(X, YF)=B(T, ZF). | (5.1.9) 
因此 , 若 用 +(M ) 表 示 法 从 了 4 中 所 有 可 微 截面 航 集 合 ， 于 是 
有 下 列 命题 . 
命题 5.1.3 映射 号 :这 ( 肢 )X 先 ( 以 ) 一 2+( 导 ) 是 对 称 的 和 
。22T 。 


O~( 放 ) 双 线性 的 . 它 在 每 点 PE 天 ,诱导 了 一 个 对 称 双 线性 映 庙 
Bp:Tp(M) x Tp(M)—> TM). z 时 
映射 B 称 为 等 距 浸入 了 的 第 二 基本 形式 ， 或 称 为 用 在 及 中 
的 第 一 基本 形式 . 
设 了 了 EAXNM), ESEE 有 (有 7) 仿照 (5. .加 可 写 着 
VE=—A(X)+V, (5.1.10) 
其 中 .一 4;( 了 对) 入 直 分 别 表示 关于 型 的 切 向 和 法 向 分 量 。 设 
w bEO~(M), 于 是 有 
Vox(bE) =a((ZX0)E— 5 AX) FbTIE), 
及 | Var(0E) = —Av(oX)+ Te 
比较 切 向 和 法 向 部 分 , 得 | 
Ape aX)=ab A(R), ©. 
. VixCbE) =0CXDE +aobVv§é. 
“由 第 一 式 即 得 
命题 5.1.4 由 (及 , 6) 王 > 一 4:() 定义 秀 映 笑 : 和 : 全 (2M) 
x2+4(MN) 一 入 (1 ) 是 07(UN 7》 双 线 性 的 .对 任 一 点 PE 好 
一 4( 互 )|p 仅 依赖 于 开 p 和 zp， 它 诱导 了 一 个 双 线 性 暴利 (4 
Tp(M)yxX TEM)—S Tp (CM). :1 
在 点 PEM， 对 乎 任 一 法 向 最 EEZ4CaD， 南下 sf 和 
一 A( 且 ) |p 定 义 的 映射 (4,)p:TpCY)->Tp( 必 ) 是 切 空间 中 前 钱 
性 变换 , 称 为 关于 法 向 量 上 的 玖 aingarten 变换 
由 (5.1.10) 和 (5.1. 桩 ) 的 第 二 式 , 可 见 V; 为 一 仿 射 联络 , 它 
称 为 有 上 的 法 联络 ,或 于 法 从 上 的 联络 . 投 5&€ 人 (了 H); 则 : 
= (+ Ve Yan™ Ve 
由 (5.1.19) 宣 得 生 癌 
《CV te D+ yin = -0 D+, vm- XE, 本 
i .6 4.12) 
» D9 。 


(5 .1 .11) 


在 法 从 T+M 上 具有 由 加 的 度量 9 所 诱导 的 度量 . (5.1.12) 
表明 ,联络 V+ 是 保持 T+M 上 的 度量 的 .因此 ,我 们 有 
命题 5.1.5 .法 联络 V+ 是 法 从 TM 上 的 歼 曼 联络 . 
.公式 (6.14.6) 和 (8.1. 10) 分 别称 为 子 流 形 必 的 :Gave 会 于 和 
Weingarten 公式 . 
命题 5.1.6 对 任意 的 马 ， YE2(M) 和 EERM), 有 
ds(X), T= <B(X, YE), LF, A WY. (68.1.13) 
因此 , (A,)p: Te)>Tr( 机 ) 关 于 认 积 < > 是 对 称 线 任 变 换 。 
证 明 由 于 《Y， = 0 豆 、.、. 
0 一 人 xy, 号 + 人 Vay 
~ CB(X, Y), 2— CY, As(X)>. 
骨 由 B(X， Y)=B(Y, 邓 ), 命题 得 证 .多 


。 - 1 下 
-= = ” 号 


1.2 基本 方程 
因为 HH 的 余 维 codim M=dimM 一 -dim M=p, 故 局 卿 地 可 
选取 94(Mh) 中 思 个 么 正 向 量 场 和 ra …，， Entp 它们 在 了 的 一 点 

处 张 成 该 点 的 用 的 法 空间 ， 于 是 , (5.1. 六 中 的 加 可 表示 成 
B(X, FY)= 3 p(X, Fé (6.1 149 


其 中 从 (全 工 ) 一 入， 不) 称 为 关于 的 第 二 基本 形式 
记 4 一 4ro， 由 (5. 1 .18) 得 4 
hr(X, YF)= Aa 2), DD.. + (0, 
， 现 设 ,Y 了 ,ZE (MM), (5,1 6) 和 (6 1. 1 BE 
Vr(Vr2) Tx(V72 + (Y, 2)Es) 
“Vx(VrZ2) -Re(Y, Z)AA(X) 
~ +E W(X, VE) TE AY; 2)))ée 
thi(Y, ZB)VESe, 
273 。 


其 中 最 后 两 项 是 录 的 法 向 分 量 . :此 外 ， 
Vier.mZ = Vor,rZ + he([X, YY, Z)éa 
一 VD 二 之 (htVixY, Z)— hr(Vy 导 ， pe 


们 可 得 
K(X,Y)Z / 人 
-R(T, 7)4+ te, V2) 一 -和 Vi2) 
ee 二 the( 了 Y， 2))= < (wx, 2)) 
+h*(Vy, 2)— 一 肪 (VzF， 2)}éa 
th (Y, Z)V— -jr (于 ， 2)Vvy E。 
十 Ne(， 2 如 CD sy, 2)AoX). 
2 1 10) 
由 此 , 对 任意 的 璇 ERC(M), 利用 (5.1.15), 便 得 ‘i 
EK(Z,Y)Z, 不 >， .. 
| = 《R(X, Y)Z, W> / i 
BF, DY, W) -br(Y, Z)(X, Wy 


是 有 
RW, 2 DD 
ECW, 3, 碟 ， Y) -+B(W, 不 )， 了 (2 7)> 
-<B(W, Y), BZ, X)>. | C5.1.17) 
上 式 称 为 1 的 Gauss 方程. 四 


“在 全 :+.16) 中 ， 考虑 K(X, 了 2 的 法 向 部 分 (六 (各 D2) 
(K(X, 了 ZJ 
= {Vzh)Y, 2)— (Vrh)(X, 2)}8 


+ (YF, ZVEéa—hr (A, 2Z)VYEe, 《5. 工 .18) 
。 274 。 


以 KK 和 有 B 分 别 表示 页 种族 的 葛 率 张 量 ， 利用 上 面 需 式 , 我 


vt 


-和 


其 中 (Vx) (Y. 2) 
= 和 (ie 2)) -VxY, 2 一 加 (了 ， yp). 
(5.1.18) 称 为 下 的 oaazzi 方 程 车 定义 刀 关 于 向 量 从 
TMO@T+M 上 联络 Y 的 共 变 导数 为 z 
(FBV 2) TBY, 2)—B(VY, j) BY, VeZ), 
则 Codazzi 方程 可 简洁 地 表示 成 
(YxB)(， 2)—(YrB)(X, Z)= (K (X， TZ):. 
| BA ig yy 
法 从 TM 的 此 率 张 量 及: 定义 如 下 ， 对 于 任何 了 上 GE 
AM), EE2X0D 命 . z 
RI'(X, FP)s — VAVYé 一 V4 经 一 vi Wf. 
类 似 干 上 面 的 计算 , 对 于 mER+CM), 有 
KCK, Y)é, MW TrTrE Tr Ter, nt, 兴 
“= "KVrA(Y), 9 + 《YrV EE, D7 
+《VrA(X), ND — 《Vr VIE, 1 
~—<Vix,né, 7» 二 
~ RI(X, Y)E+BCY, ACX)) 
BX, ATO)TD. © (G4.19y 
由 ”的 任意 性 , 上 式 等 价 于 .- 
(K(X, P)E): 
“RI(X, VY)ETB(Y, CE) 一 BC LD) 
(6-1.19') 


ot 


. Ft 
A 
Le 


它 称 为 M 的 Rioei 方程 ， 
若 采 用 记号 : : / 站 
” : [4A,, A —A,4,— 4,4,, : 

则 (5.1.19) 可 简洁 地 写成 


-1 ” 本 Ee 
| 
2 , 


yf 


《K(X, 了 了 ) 从 一 《BRL (人 X， 了 入 7 —《[Ae, 4 X,Y>. 
(5.1.19") 
z z 1.8 活动 标 架 法 | - 2 i / ， . . i 
WE 
a 
在 至 内 选取 局 部 么 正 标 架 场 @，…， 9,, ss …，ente 使 得 
限制 在 M 上 时 ， 向 量 61，… .6; 是 M 的 切 向 量 ， 从 而 Bnt1, “ ; Cnty 
是 天 的 潜 向 二 ， 设 0 …，0"” 为 对 个 标 架 场 ,于 是 再 的 结构 广 

和 0 0 

d0+— 一 时 9S 人 0” 84+ 如 一 0， 

le pet 


2 LpoAbn - 四 A 
其 中 0% 和 区 4 和 分 别 是 向 的 联络 形式 和 曲率 形式 。 
令 … 4 一 4 EA 
| 当 展 制 在 M (上 时 
wr =0. (5.1.20) 
由 交换 性 zj “*-/ “0 对 上 式 外 微分 , 利用 结构 方程 得 
之 双人 中 一 0 i 中 人 
据 0artan 引 理 , 上 式 表明 A 
~ wf Dh hh (5.1.21) 
由 计 : 1.20)，(5.1.21) 及 页 的 持 构 方程 ， 倚 可 得 从 的 结构 


方程 . 
人 -Bo Ne, ol 十 of 一 0， 


doj 一 一 习 史 入 十 2 


9 S76 


其 中 
Rin=KkK fat 1— hy), (5. 工 .22) 
它 就 是 剧 的 Qauss 方程 
同样 可 求 得 
Ow% 一 - 习 os 人 oz 十 Q5， 


$= Bu Neh 
其 中 
Bu— RK én hehe — 和 hs a (B.1.23) 


它 正 是 M 的 Rioei 方程. 
因为 (og) 和 (6w 和 分 别 确定 了 T*M 和 上 的 联络 , 故 在 
T* 人 @T1+M 上 有 一 个 联络 、 由 此 可 定义 关于 这 个 联络 的 蓝 
变 导 数 了 D， 它 把 TMOT"M@. BTM 的 截面 跨 为 T+M@ 
“8 次 
1™ MO. “TM 的 截面 . 例如 ; 
DK 加 过 站 ， 
S- oa 可 
是 TMOT* MOT*M 的 一 个 截面 于 是 ， Ds 是 CYS 
T*"MOT"M 的 截面 , 它 定义 为 


DS— _ Snore 6.1.20 
其 中 Sz 由 下 式 确定 


> Sm +0 8% — 2 Sr — 5 Ss We OR 
“(5.1.25) 
对 (5.1.21) 两 边 外 微分 ,利用 结构 方程 ,就 有 
“277 。 


5 (hu? nf A eo 一 个， 
其 中 Ni 上 人 1.35) 的 类 似 式 定 义 ， 上 式 表 明 


Wen — Bw = — K¢m (5.1.26) 
它 就 是 4 的 Oodazzi 方程 . | 
现在 , 型 的 第 二 基本 形式 局 部 地 可 写成 

B 一 Mr CY) 和 (B.1.14’) 


即 对 于 任何 并, 了 E (MU)， 
B(X, Y)=hioCR)wIY )6es。 

法 向 量 
H-trB (5.1.27) 
称 为 1 的 平均 曲率 向 量 ， 即 

Him eo-Binm). 5.12 

一 元 之 了 (eu 0) 一 马 ( 二 马帮 ,)e. (5.1.28) 
这 个 向 量 的 长 度 |81 称 为 吕 的 平均 曲率 (绝对 什 ), 即 i 
FI- VO -LVIT RR). nn 


在 不 引起 混淆 的 地 方 , 有 时 也 简称 五 为 平均 曲 琳 :“ 
类 似 地 , B 的 模 长 1B| 称 为 用 的 第 二 基本 形式 的 长 度 ， 即 
BI-<B, B=- EB) 6G.1.30) 
“定义 6.1.1 设 f: MM 用 是 等 距 浊 入 ， 车 B=0 则 称 了 六 
全 测 地 漫 入，M 称 为 全 测 地 子 流 形 ， 若 五 一 0， 则 次 7 为 可 小 浊 

入 ,了 称 为 极 小 子 流 形 . 
由 (5.1.28) 和 (5.1.30) 即 得 人 
命题 5:13 :WY 为 全 测 地 子 流 形 的 充 要 条 件 是 5 一 0 UN 为 
极 小 子 流 形 的 充 要 条 件 是 马克 一 0 


现在 可 给 出 黎 虽 流 形 的 截面 曲率 的 几何 解释 . 设 
. 378 。 


WpCTp(M), PENM, 

是 一 个 2 维 平 截面 令 Mb 是 过 了 的 头 的 2 维 子 流 形 ， 它 由 过 
P 日 与 思 p 相 切 的 及 的 测 地 线 所 构成 , 则 我 们 有 

命题 5.1.8 若 在 Mr 上 赋予 由 黎 曼 度量 9 所 诱导 的 度 量 ， 
则 及 的 截面 曲率 及 p(sp) 等 于 用 p 在 卫 的 Gauss 曲率 . i 

证 明 任 取 卫 ETp(Mp)=BpCTp( 肛 )， 令 7 为 过 卫 沼 下 
方向 的 . 歼 的 测 地 线 ， 于 是 ,在 卫 的 邻近 7CMp， 把 子 延 拓 为 
Mp 上 商量 场 , 昌 使 下 是 7 的 切 向 量 场 ， 于 是 , 由 测 地 线 定义 ， 
本 (VxX )p=0. 区 

设 思 是 M; 的 第 二 基本 形式 ,由 (5.1.5), 则 

~ (B(X, X))r=0. 
由 于 对 的 任意 性 , 即 知 
| (8B)p=0, 

即 了 Lp 局 部 地 是 及 的 2 维 全 测 地 子 流 形 . 上 式 代 入 Mz 的 Glauss 
方程 , 即 得 所 求证 . 入 z 


”14 常 曲率 空间 的 子 流 形 


设 肝 是 n+p 维 常 曲 率 空间 ， 鞭 夫 面 曾 率 为 常数 5 由 (3. 3. 

17), 及 的 曲率 张 量 可 表 为 和 
KW, 2, X,Y) 
=c(W, X>Z, YF>— AW, 7><2， 7 
在 么 正 标 架 场 下 , 其 分 量 为 “，- 
尼 Apop 一 C(34038sp 一 34p6po)， 这 3 

于 是 , 子 流 形 了 的 基本 方程 (5.1.17),，(B.1. 18) 和 (5 1. 19) 分 别 
成 为 

R(W, 2, 三, 了) 

=c(W, XZ>2, FY>— <W, 了 >AZ, £>) 
。 79 


二 BO, X), BCZ, Y)>—CB(W, Y), BlZ, X)>, 
(5.1.31) 
BF, 2) HB) CF, 2) 0, (6.1.82) 
RIK, YE 《EL 全 和 ,了 > + XB1.39) 
其 中 KF, 3, WERCM), €, nnEL* MY): 


* 痊 乏 正 标 架 场 下 ,这些 方 程 的 等 价 形式 是 
i Bum oOudn™ Budn) Mh hs) G6. 1 24) 
和 YA y=0, G6. 1.35) 
Baga™ Ph — hs 9 hy (5.1.36) 


由 (5.1.31) 或 (5.1， 5) 便 得 下 的 Riooi 张 量 为 
8( 和 ,了 )= (w 一 1)5 误 ， YS+mKH, B(X, 了 2>， 
-SBCX, 0), B(Y, 0)Y, ‘81.3D) 


站 Ry (n—1) cdy+ Shhts 一 Mg - “(5.1.83) 

由 此 , 即 得 履 的 数量 曲率 为 和 

0 一 %( 和 一 二 )6 十 和 上 有 天 一 人 s (5.1.39) 
,利用 这 些 关 系 式 ,我 们 有 


定理 5.1.9” 设 于 "+r(5) 是 常 曲率 5 的 黎 曼 流 形 ，f :0" ~ 
及 "+?(6) 是 等 距 漫 入. 若 了 的 第 二 基本 形式 长 度 平 方 满足 13iP< 
由 ， M 的 截面 曲率 Ku 满 丰 


| i 
0 一 a< Ku<otia.: i (BD,1. 40% 


证 明 由 (5.1.34), 对 任何 6* 罗 有 
Bt DY (614 


因为 Sih; (hs) ) 2 
1 Sy 1 、 
“7 {hw + (R$s) 二 OR 


v B80 。 


并 是 Eh, — (hs)) 
> 一 寺 吕 {06)*+ (HD)?+2( 各 ) }>> 一 子 $m 4) 


所 议 , 由 (85.1. 人 (5.1.30) 及 定理 假设 条 件 ， 名 得 水 证 ， Li 

推论 1 设 f:U" 一 也 +?(0) 是 极 小 浸入 ， 若 信 的 数量 曲率 满 
足 p>m(n 一 巧 5 一 w 则 歼 的 茂 面 曲率 满足 (5.1.40) 

这 可 从 (5.1.39) 和 五 一 0 立即 推 得 . 

推论 &. 设 . FM"~> 弄 "+8(6) 是 等 距 漫 入， 车 | B1 有 上 上 界 , 则 
M 几 的 截面 曲率 有 界 ， 从 而 允 的 Ricei 曲率 和 数量 曲率 也 都 有 界 . 
和 也 后 在 术 引 起 混 清 的 地 方 ， 我 们 把 等 耻 漫 入 六 M > 7 简称 
为 攻 是 及 的 (浸入 ) 子 流 形 ， 


1. 设 1 > 证 是 学 距 淄 入 子 流 形 , 0:[4, 加 >Mc 敌 为 如 曲线 ， 它 的 
单位 切 向 量 场 为 65、 则 Ye，Vaa 和 B (6, 9) 分 别称 为 曲线 0 的 绝对 曲率 
向 量 ， 对 曲率 向 是 法 出 素 向 量 ,它们 的 长 度 分 别 次 为 C 的 绝对 曲率 、 四 对 
曲率 和 法 曲率 ， 试 证 : 

(1) 诈 对 易 认 的 平方 等 手相 对 曲率 的 平方 与 法 出 率 平 方 之 和 i 
、 《Ni) 以 9 于 统 对 目 向 量 与 法 册 素 向 量 之 交角 ,内 届 绝 对 峡 素 和 法国 
率 1, 之 间 满 足 关系 
=kc080 

Gi 备品 是 于 的 测 地 线 ， 则 也 是 型 的 测 地 线 :、 Ce 的 测 
地 线 , 当 且 仪 当 o 的 绝对 曲率 向 晤 与 益 正 交 。 -下 . 人 

2， 利 用 失恋 导 小 3xzB, 将 Codazzi 方程 化 为 (.1， 489 本 多 

3. 证 明 Rieci 方程 可 表 成 人 (5.1.190) 或 (5.1.19”)。 

4. 详细 推导 (5.1.33) 入 ,1. 23). 斌 证 ， 当 cod “< 攻 =D= 工 时 ， 
(5.1., 23, 恒 成 学 . a 

5 斌 证 (5.1.189 等 价 于 C5:1.26),， 

“6. 设 中 rear 和 8 是 2 二 工 23) 个 实数 , 满足 下 丈 条 件 : 


~ 231 > 


Go?>o-DZoidt 
和 和 了 人 人 * 关 9， 成 立 下 面 的 不 等 式 : . 
Db/ WD) GD. ~ 

- 利用 革 题 的 代数 结果 试 证 = 设 了 -> 和 (9 是 常 曲率 5 空间 的 w 诊 于 

蘑 形 名 > 3 着 攻 的 数量 曲率 在 某 点 ， PEM 满 足 fii 
p>0-21 BB+) -2at2n— Do, 
共 中 4 是 某 个 实数 , 则 在 该 点 M 的 截面 曲率 (Ks) 满足 z 
(Ki p>0. : 

【提示 ] 天， Y.Chen& M..Okumuii, Proc. A. M. 9:; 可 1973), 
605—608, 

. 设 MX -> 区 是 等 下 浸入 于 液 形 M 的 一 个 法 向 量 场 6 笑 为 和 法 从 中 
单行 人 (好) 有 9 插 =0. 设 它 的 长 度 上 E 上 克 0， 其 不 妨 取 emi 
纪 /人 |。 试 证 : 在 么 正 标 架 下 , 平行 的 充 要 杂 宕 是 一 

gl=const. 且 whri=0. z 
9. 设 卫 是 子 流 形 戏 的 第 二 化 本 形式 ; 荐 YrB=0, XE 2(M), 则 称 从 
具有 平行 第 二 基本 形式 试 证 明 : 用 具有 平行 第 二 基本 形式 当 且 仅 汉 
Mn=0. 
0. 在 局 部 么 正 标 架 扬 下 记 为 nxn 乱 阵 (0W ip 试 呈 -省 法 向 是 


ea 奉 法 从 中 平行 ， 则 四 
HoHe= HHo. 


11. 设 丰 -> 到 是 等 距 浸 入 子 流 形 。 车 对 于 任何 过 ， YE 9(M), B(ZX, 
了 )== 《了 XX; 站 二 旭 称 让 为 全 路 点 子 流 形 . 证 明 : 常 旨 率 空 间 的 "(>2) 维 
全 脐 点 子 流 形 也 是 常 曲率 的 . 

12. 设 放 一 轩 是 等 距 淄 入 子 流 形 , 车 及 的 平均 曲率 向 量 互 在 法 从 中 平 
行 , 则 称 女 具有 平行 平均 曲率 向 量 试 证 : 在 局 部 么 正 标 架 场 下 ; 对 具有 有 于 全 
平均 曲率 向 量 的 充 要 条 件 是 馆 储 w=0, ”对 一 外 0 k 成 立 . 

【提示 j 人 7 : es 


2 起 面 . 
2.1 超 曲面 的 基本 公式 及 其 应 用 


余 维 数 为 1 的 等 距 淄 入 子 流 形 用 "> 用 "+1 称 为 超 曲面 ， 它 是 
08. 


三 维 欧 氏 空间 全 中 经 典 曲面 的 直接 推广 . 
对 于 超 曲 面 到" 我 们 可 局 痢 地 寺 了 单位 潜 向 明志 5， 并 写 着 
(一 PE, ,52.1) 

其 中 就 是 ML( 关 于 “的 第 一 基本 形式 ( 兄 (， 1., 14)). 另 一 方 轩 ， 

ee 2 二 1 得 


i .9 £>=0, 
如 vi 5>=0. 
因为 V 相 是 法 向 的 , 又 codim 天 一 二 故 上 上 式 意味 着 
可 Vit=0. | , (5.2.2) 
要 (5.2.1) 和 (5.2:27 及 的 Glauss 公式 和 singarten 
VxY = 二 Pe, (6.2.3) 
:VxS=—A(X), i 人 
其 中 和 4 就 是 (关于 6)Weingarten 恋 换 它 满 尼 
《A(), PO=h(X, YF). (6.2.4) 
由 (5.2.1) 和 (5.2.4), 太 的 Gauss 方程 成 为 昌 i 
RW, 2, RF, YY 
,= KEK(W, 2; 2, AMP ONE) 


—h(W, Rs )，- (5.2:5) 
或 等 价 地: i i 
R(X, YZKE: Y)Z 4hY, DA z 
RE SAY ).. 1 人 5 
利用 (6 2 .2), 我 们 有 z 1 
"($xB)(Y, 2) (VihY, ZE : 
于 是 MM 的 Oodazzi 方程 成 为 人 


Vih(Y, 2Z)—Vyh(X, Z)= K(X, 1)Z, >, (B .2.6) 
或 等 价 地 
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VrA(Y) 一 Yr4GE)， 9 一 《 开 ( 蕊 ,了 ) 旋 ， 人 (6.226) 
这 里 ~ VyA(YT)= Yr(ACTY) AAV).: i 

此 由 (8B. 2. 2 (5. 1. 29) 可 知 ， 让 时 的 了 Kiooi 方程 卓然 
满足 . 

当 采 用 $1.3 所 述 的 活动 么 正 标 架 场 时 , 可 取 eufi= 为 超 棍 
面 的 单位 法 向 量 场 ， 于 是 ,类似 于 (5.1.22) 一 (5.1.26) 的 局 部 公 


i (5.2.7) 
A td 

Rum = Kut Porhn— hahyp (6.2:8) 

.4 (5.2.9) 


其 中 已 把 ji: 写 为 hy 并且 (5.2.1) 铺 定 的 (了 , 了) 可 表达 为 
1 一 oo i 52.0 

超 曲 面 的 一 个 典型 例子 是 带 边界 黎 曼 流 形 ( 愉 rdt， 9) 的 边界 
8M( 兄 第 二 章 , $4;3); 利用 包 会 胸 身 各 :8 天 -> 王 "5 把 度量 g 拉 
回 到 24 上 , 使 9 到 成 为 一 个 % 维 黎 溉 流 形 ， 它 就 是 ( 开 "+1，9) 的 
等 中 浸入 《包含 喘 射 ) 直 曲面. 利用 这 一 点 ， 力 什 研 导 出 散 度 定理 
3.4.2 的 慷 一 表达 形式 一 一 Green 定理 .  - 

设 及 "+t! 是 紧 臻 定向 的 ， 从 而 其 边界 9 下 有 一 个 自然 另 学 汗 
向 ， 在 以 "++ 中 选取 局 部 4 正 标 架 场 fe17'.…; 8s, ef 六 使 得 当 限 
制 在 (8 及 上 时 ，e。ti 是 6 肚 的 凋 位 内 法 向 量 场 〈 参 考 第 二 章 ，8 4 
习题 8), 从 而 向 量 61,，…, 6 与 0M 相 切 ， 设 {e015 or, cn 二 
是 关于 上 述 所 选 标 架 场 的 对 个 场 M"t1 的 体积 元 (决定 了 。 M 的 一 | 
个 定向 ) 是 
dV =@!lA. Nn z 

当 限制 在 5 上 时 wo'tl 一 0 这 时 31 的 诱导 定向 是 《比较 


(2.4.8) 式 ， 和 
(~—1)"tiwi 和 人... 人 an" 一 (—1)"+1g8, (5.2.11) 

其 中 68 一 wl 人 ::… 人 wr 称 为 9 再 的 当然 定向 体积 元 . :  ，- 

设 卫 是 有 必 " 的 ( 反 变 ) 向 量 场 , 局 部 表示 为 
4 
由 于 Jha= (el e 内 一 84m 故 它 的 对 偶 微分 形式 为 .， 
X= A404 | 
根据 (3.4.8’)， 加 
一 了 oo 


Bnt1l 
Ba<. <bntl 及 | 


当 限制 在 9 并 上 时 ,由 于 osti=0, 故 
KY) (—D) "(CE, orto A Noo") on. 
引入 91 的 单位 外 法 向 量 场 2= 一 ert1， 则 由 (5B.2. 直 ) 得 
CAD)w=XH; DO(—1) "Td. (6.2.12) 
代入 Stokes 公式 (3.4.14'), 便 有 和 


| (div ¥)ay = -> Ce LMC) 


-| 《< 玉 ， yd 
央 此 , 定理 3.4.3 的 另 一 种 形式 是 
定理 5.2. 设 大 "t+ 是 n+l 叭 紧 臻 定向 的 玖 曼 流 形 ， 具有 
光滑 边界 9 下, v 是 3 开 的 外 法 向 量 场 老 王 是 耶 沾 的 可 微 和 
量 场 , 则 | 


hv Dov = [KE Da8 62 
其 中 dy 和 dg 分 别 是 用 "+! 和 .8 砚 的 8 人 生体: 元 特别 对 
于 砚 " 上 光滑 函数 JEOC”( 1) 我们 有 “…… Ea 


其 中 A 表示 MM"+1 的 Pa 区 y 的 方向 导数 ;全 


Ea -ma yy la. 


推论 1(Green a 笋 年 定 再 5.2.1 所 述 , /hE 
O~(M), 则 


ChAf—f Eh)ay 


-| (并 -7 如 (5.2.15) 
证 明 因为 i 
Af div (gra) z 
对 于 兴旺 Ararad 有 就 有 


.div(h(gradf))= Cgrad A ray 六 
两 边 积 分 , 应 用 (5.2.13) 得 


{Ceradh, grad fyay + 1 Jap 
-| 4 af ag. 
交换 了 与 4 的 地 位 ,又 有 | 
, "让 Grad h, eo ti eC. 


- 一 人 PE 
两 式 相 减 便 得 所 证 
推论 2(Eopf 极 大 原 理 ) 设 玖 是 紧 下定 和 的 无 边界 的 于 蝇 
流 形 ,出 用 卢 任何 下 调和 函数 桨 为 常数 .， 
证 明 设 fEO?(M), Af>>0， 即 ff 是 下 调和 的 ; 不 炉 设 
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/>0, 否则 可 用 了 一 7 一 fm 代 换 户 这 里 Jon 一 min{ 记 因为 
5 Cfr=grodf, grad +IA fF>0, 

两 边 积分 , 注意 到 2 下 一, 即 得 四 
olerad sl:+f CRPDap>o。， 


既然 /之 0, Ajf>0， 上 式 表 明 只 能 grad 一 0， 即 =con# 

注 显然 , 推论 中 的 下 调和 性 Ajf>>0 也 可 用 上 调和 性 Af<0 
代替 .这 个 极 大 原理 的 推广 兄 附 录 IV. 
2.2 主 曲 率 了 站 

设 放 是 及 "的 超 曲 面 ,是 用 的 单位 法 向 量 ， 由 命题 
5.1.6， 对 应 的 Weingarten 变换 4 是 1 切 空间 的 对 称 双 线 性 
变换 ,换言之 , 对 于 任 一 虚 PEM, 设 {: …， 乏 wj 是 Tp(M) 
的 一 个 基 ， 则 wx% 和 矩阵 (及 ( 习 ， 工 )) 是 对 称 的 ， 因此 在 To(M) 
中 存在 色 和 正 基 {e, 使 得 
Ale) = Ns Gs, h(e,, 0)) = 0,y, | (5. 2, 16) 
其 中 和 一 入 (P) 是 线性 变换 4 在 卫 点 的 特征 值 ， 即 抵 阵 (h(X。 
Z))e 的 特征 值 。 显 然 , 它们 与 Tz(M) 中 基 的 选择 无 关 。 

定义 5 -六 1 Weingarten 变换 4 在 厂 点 的 特征 值 ) 称 为 
M 在 卫 点 的 主 曲率 ， 对 应 的 特征 方向 6 称 为 主 方向 和 的 重 数 称 
为 该 主 曲 率 的 重 数 . 

春 用 i 表示 由 主 方向 6， 和 6/ 所 张 成 的 二 维 平 截面 ， 用 Kp 
和 Kp 分 别 焉 示 用 和 Mt 在 P 点 的 截 痢 曲 率 , 则 由 Gauss 方程 
(5. 4. 5) 和 (5. 2.16), 即 得 

Kp(B) ~— Kp(By) =Ny Gp (5.2.19) 
上 式 左 边 称 为 平 截面 如 的 相对 曲率 ， 当 w=2， 甩 ;= R? 时 ,这 就 
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是 十 典 曲 面 论 中 Gauss 曲率 的 定义 . 

由 (5.2.16) 还 可 得 

rho 2 Mu. 

因此 , 根据 (5.1.29), 超 曲 面 用 的 平均 曲率 就 是 它 的 主 曲 率 的 算 
术 平 均 ， 即 二 让 有 

设 Xa(P) 是 玉 在 PEM 的” 重 主 曲率 ,不 妨 认为 

MP) =%(P) = Nh P), : 
则 MCP) 所 对 应 的 特征 子 空间 吾 :(P)C 和 pz(M) 是 六 维 的 ， 也;( 卫 ) 
中 任何 向 量 都 是 主 方向 , 它 称 为 关于 MCP) 的 主 方向 空间 .如果 在 
每 点 PE M，): 都 是 7 重 的 ， 即 主 曲率 Xa 的 重 数 在 M 上 是 常数 
rr， 则 对 应 的 主 方向 空间 构成 对 上 的 一 个 7 维 分 布 (参考 第 二 章 
§ 2) 
2,—\) BP), B,(P)CTp(M) 是 关于 和 的 主 方向 空间 . 


定理 5.2.2 设 开 "++ 是 常 曲率 空间 ，M 是 形 "## 的 连通 超 曲 
面 .车 ML 的 主 曲率 的 重 数 在 M 上 为 常数 ， 则 每 个 主 曲率 所 对 应 
的 主 方 向 空间 构成 的 分 布 是 可 积 的 . 
证 明 因为 用 的 主 曲率 的 重 数 在 MM 上 为 常数 , 故 在 及 "+t! 中 
可 选取 局 部 么 正 标 架 场 {et，…，es，en+:}, 使 得 当 限制 在 及 上 时 ， 
enta 是 对 的 单位 法 向 量 场 ， 总 使 fs 。，enj 是 开 前 主 方向 ， 换 
守之 , 它们 的 对 侦 标 架 扬 fos …， as or 良 制 在 W 上 时 ， 
"一 一 0. 
of 一 Not (i 不 作 和 )， (5.2.18) 
其 中 入 是 M 的 主 曲率 , 其 对 应 主 方向 为 a 可 证 明 这 样 选取 的 标 
架 场 是 可 微 的 ( 见 [19])， 对 (5.2.18) 外 微分 ,应 用 (5.2.7) 得 
dort=dh Noh BofA (5.2.19) 
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男 一 方面 , 设 用 "tt 的 常数 裁 面 蜡 率 为 6, 由 人 以 " 的 结构 方程 
(限制 在 术 上 )， 
QOr+! = -了 ofA of Hi Nor 二 一 习 Ne! Neot. 
把 它 代 入 (5.2.19) 得 
Wh No 
| z i Now/=0, z : (5.2.20) 
~ Pp No P= (5.2.21) 
.由 Oartan 引 理 , (5.2.20) 意 味 著 
VI Pino, Fn Pia. 而 :2. 吗 ) 
由 (6:2.21D 和 (5 之 .地 ) 抽 第 二 式 ,可 见 见 
/ 让 Pm= Fm= Pin= Ps (5.2.23) 
即 了 Pim 关于 三 个 指标 都 是 对 称 的 . 站 
此 外 , 由 (5.2.21 的 第 一 式 , 当 入 = 和 4 髓 和 7 时 , ;一 0， 因 
Fim=0 VN 为 且 计 (6. 2 .24) 
现 设 主 曲率 具有 常 值 重 数 7, 不 失 一 般 性 ,可 设 
hh 
用 9 表示 对 应 的 主 方向 空 间 构 成 的 分 布 ， 并 约 害 下 列 指 杯 的 取 
人 范围 为 


1<o6, b, er; r+1<o, 7 en . 
考虑 Pfaff 方程 组 
加 oo 一 0， (5.2.25) 
由 (5.2. 和 7，(5.2,21) 和 (5.2.22), 我 们 有 4， 


do > ooyAarT 袜 (Xe A1)- 1 po 入 aa. 加 


4 


. 1 了 


65. 2 96) 
* 208 ， 


”根据 (5.2.28) 和 (5.2.24)， 
人 人 一 之 ao Neo -Por Ne 


. 9 
Soa 入 on 


因此 , (5.2. 26) 成 为 
gor 一 一 习 of 人 on p20 En) poe 和 八 @”。 Us 


这 丫 明 dr 一 0 是 (5.2.25) 的 代数 推论， 由 Frobenius 定理 
2,8.7, 汞 程 组 (6.2:25) 是 完全 可 积 的 , 即 分 布 .22 是 可 积 的 . 中 
推论 1 在 定理 5.2.2 的 假设 下 ， Wiad . 则 和 ;在 : 纹 的 每 
个 积分 流 形 上 为 常数 。 “ 、 
证 明 在 (5.2. 21 中 到 4 一 人 一 多 (5.2 2 “ 吕 ) 和 (8. 2 ‘30. 
,WD Fo 于 多 Zuorr =Powwr tS Port 


相仿 ; 对 于 6b 和 4 又 有 和 
as Fas 二 号 Banor 四 入 


因为 7>2， 和 = 和 一 和 故 由 此 两 式 得 
p20 : 
从 而 a Fow 0 (Rod tr m0. 


这 表明 在 色 的 每 个 积分 流 形 (7 =0) 上 , 和 ua 一 常数 . 上 ，、， 
“定义 所 2.8“ 设 用 忆 有 "是 超 曲 面 ， 车 在 点 PE MM， 下 的。 
个 主 曲率 都 相等 , 则 称 为 MK 的 脐 点 . 车 了 的 每 点 都 是 脐 点 ， 则 
称 M 是 及 "+ 的 全 脐 点 超 曲 面 ， 

显然 , 全 测 地 超 曲 面 是 全 及 点 的 ， 由 定理 5.2. 2 及 其 推论 
即 得 - 

推论 2 常 曲 率 空间 中 的 n( 之 2) 维 连 通 的 全 脐 点 超 归 面世 是 
常 曲率 的 . 

站 曲面 的 主 曲 率 概念 也 可 推广 到 子 流 形 上 。 设 用 "> 天 "+ 是 
.808 : 


余 维 为 的 子 流 形 , 则 在 "每 点 的 法 空间 中 , 可 选取 2 个 么 正法 
向 量 -o},n 十 1<g, B<%w 十 D， 对 于 每 个 固定 的 % 由 命题 5.1.6; 
ba 对 应 的 Weingarten 变换 4。( 一 4Ass) 是 该 点 切 空间 中 的 对 称 
双 绕 性 变换 .: 于 是 , 类 似 扩 定义 5.2.1, 我 们 把 4s 的 特征 信 X% 称 
为 性 关于 to 的 主 曲 率 ， 对 应 的 特征 方向 称 为 关于 és 的 吉方 向 六 

车 % 个 主 曲 率 各 相等 , 则 称 MM 关于 5&6 是 脐 性 的 或 称 纪 基 
法 从 ZL 的 一 个 脐 性 截面 。 著 收 关于 任何 单位 法 向 量 都 是 脐 性 
的 , 则 称 .1 为 全 上 脐 点 子 流 形 。 显 然 ， 全 济 地 子 流 形 是 特殊 的 全 大 
点 子 流 形 . 

.一般 地 说 ,对 于 pxa é, 的 主 方向 不 一 定 是 és 的 主 方向 , 因 
此 , 对 子 流言 而 言 ， 自然 关注 的 一 个 问题 是 , 能 否 找到 切 空间 的 一 
个 基 {er}, 使 每 个 es 是 关于 所 有 $。 的 主 方向 ?换言之 , 若 用 互 " 表 
示 答 阵 (ier @)))， . 则 能 否 使 所 有 答 阵 HH" 同时 对 角 化 ? 为 此 ,我 
们 引入 下 列 概念 - 

定义 5.2.3 设 V+ 十 子 流 形 Mr" 一 > 到 "+2 的 法 联络 ,车 对 应 的 
曲率 张 量 RB! 恒 消失 , 即 B+( 卫 , 了 ) =0Y 了 ,了 ER(M)， 出 称 法 
联络 是 平坦 的 , 或 称 从" 的 法 从 是 平坦 的 . 

显然 , 超 曲 面 的 法 联络 是 自然 平坦 的 . 现在 可 回答 十 而 的 癌 
是. 

定理 5. 2. 3 (Gartan, E., 1946) 设 " 是 常 曲率 空间 
也"+r(6) 的 子 流 形 ， 花 s} 是 履 " 的 局 部 么 正法 向 量 场 ;它们 对 应 的 
第 二 基本 形式 为 {A"}， 则 在 下 "的 每 点 所 有 互 “ 能 同时 对 角 化 的 
充 要 条 件 是 MM" 的 法 从 为 平坦 . / 

“证 明 ”必要 性 浇 存 在 局 部 么 正 基 yera, 使 得 在 和 
的 每 点 ， 瑟 * 能 同时 对 角 化 , 基 对 所 有 w i 

Aslei) = Me,, : (5.2 27) 
其 中 避 是 M* 关 于 & 的 主 曲 率 ， 把 上 式 代 入 (5.1.36) 就 有 
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<BR- (8 61) a, ée>=0. 

四 于 图 素 竺 子 RK- :的 吉 必 人 即 得 局" 一 0。 图 霹 ， J 
坦 的 。 / 3 , 

. 亮 分 性 设 .Je 的 法 大 晤 平坦 的 : 0 根据 (5. 于 
对 生 作 林 下 YeTM, 有 《4 4a D0 由 于 到 : 子 的 
3 罗网 二 a 4 4 4 i 0 
在 和 正 基 mw 5 2 . zn) 成立 对 于 B#om 由 2. 29)， 
站 和 人 46( fe) 一 Mo) 5. 2.29) 

4 设 i = 一 总 及 Bod 


2 和 i a 
则 由 (5 2. 2 得， ee rr 
A hs) = -4 人 -is wa 


六 让 Rb 
MA (6i) 他 Aes. i EB 

代 六 (5.2.29) 的 两 加 ,看 竹 ” 
: CE 

了 es 0. 四 

由 {ej} 的 正 交 性 , 这 等 价 于 : | 

i 上 四 一 M9) ht = ,， “(%, 2 不 作 和 和 》。 i 2.30) 

a aa0 DG 0 

即 也 是 4 的 特征 方向 和 

车 和 的 7 重 根 ， 则 由 {ow 0 a 张 度 的 子 

空间 加 :CTp(M) 是 4u 的 主 方向 空间 .由 于 (5.8.30)) 这 时 有 

;一 0 (一 大 ， 
于 是 , 只 要 考虑 年 阵 
* S92 。 


一 (7 


中 的 了 阶 主 方块 (1 ,Jesr 是 否 能 用 4。 的 特征 向 量 来 对 角 化 3 
注意 到 
je, 1 (@;, y 9,), 


我 们 司 在 如 中 适当 选取 ?个 单位 正 交 向 量 ev .9w, 使 7 阶 对 
称 人 窍 阵 (14,6,)1<s,t<+ 对 角 线 化 ， 由 于 Bt 是 4 的 主 方向 空间 , .这 
些 6@6,…, 8;, 仍 是 4 的 特征 问 量 。 这 样 ， 我 们 和 在 中 找到 
一 组 向 量 es…e， 它 们 同时 是 .4x 和 As 的 特征 序 向 .、 
综 上 所 述 ， 站 下 我 们 全 hr 和 同 时 对 角 线 
化 

以 此 类 扒 ， 通过 局 部 调整， 我 们 可 以 使 一 切 本 同时 对 名 
化 . 四 


2.3 欧 民 空间 的 超 曲 面 

设 外 围 流 形 是 +2 维 欧 氏 空间 R"t?，w 表示 Rt 的 点 ( 关 
于 原点 ) 的 位 置 向 量 ， 同 时 用 w: M">R"? 表示 交 维 黎 曼 流 形 以 
到 R"t? 的 等 距 浸 入 ， 于 是 , wn( 了 ) 便 是 点 PE M" 在 R"*? 中 的 位 
置 疝 量 . 在 不 引起 混淆 时 ， 也 简单 地 用 2 表示 NH"C-Rms 的 位 的 
向 量 . : 

取 R"t? 的 局 部 么 正 标 架 场 {e4}， 使 得 当 限 制 在 M 上 时 , 向 } 
与 M 相 切 ， 对 于 R"+? 的 铺 构 方程 我 们 有 ( 参 考 C5. 3. 1) 和 
{6.8.2)) 站 1 

dv— Si0404, 
2 on. i 


把 它们 限制 在 M" "|, 利用 (5. 1. 21) 的 类 似 式 ， 便 得 
23， 


do Zw ‘g,, 
0 8; 一 之 0 49 十 之 hee!0s, 
一 “一 一 全 he fo 6 十 之 whep. 
; 


(i1<%, 让 < n 十 二 之 B<n+tp) 
” 当 疫 洛 的 余 维 Pp 一 即 必 > 是 超 曲 而 , 在 "上 上 症 着 


(5.2.31) 


i 
称 为 到 的 支持 函数 消 二 的 "个 主 曲率 处 处 非 党， 出 导 的 
.Weingarten 变换 4 是非 晓 兹 的 . 


命题 5.2.4 设 w: MM->R"h 是 紧 至 连通 的 超 糊 面 则 XL 次 超 
球面 的 充 要 条 件 是 光 持 畏 数 为 常数 且 Weingarten' 深 换 非 赔 化 . 
证 明 必要 性 是 显然 的 , 下 证 充分 性 . 2 
局 部 选取 {es} 为 大 的 主 方 向 么 正 标 架 , 即 
hy Ns 3 机 
其 中 为 是 下 的 主 曲率 . 由 于 
Sj VD, On+1> 一 常数 ， 四 
褒 -0de, er? + Cp do bo, dont27。 
弄 用 (5.2481) 的 第 三 式 , 上 式 化 为 
之 Mw, B20 一 0 


| ,| cs ya0 
由 于 和 天 小 放 得 Co so 即位 置 向 量 二 是 到 的 法 方 河 - 是 
dC%, 2 = kg, B=0. 
即位 置 向 量 z 的 长 度 是 定 值 、 因此 1 是 有 "+ 的 超 球面 的 一 部 分 ， 
由 于 履 紧 致 且 连 通 , 所 以 M 本 身 就 是 整个 超 球面 、 量 
用 类 似 的 方法 ;我们 还 可 以 证 明 下 询 定 理 。 
«6.294。 


企 理 6.2.5 (Tiebmann-Siiss) 设 w: 术 "> 民 "t1 是 紧 致 如 
通 的 定向 超 曲 面 , 才 到 具有 常平 均 曲 率 , 县 支持 函数 5y 在 到 上 有 
圈定 符号 ( 正 或 负 ), 则 型 必 是 nm 维 欧 氏 球面 其 逆 显 然 . 

证 明 设 w 是 履 的 位 置 向 量 .， 今 8S,== Ly, ey, 则 如 Sw 是 用 


上 可 微 向 量 场 ， 计 算 这 个 向 量 场 的 散 度 , 利用 (5.2.31) 易 得 
2 By’ ed G8,—B Bo!— Du Sb) ol 


故 > 
其 中 -Dh 
Stokes 定理 ,就 有 


{+8 "0. 2) 
再 令 一 广 hu HN ob， 
计算 向 量 场 之 we 的 散 度 : 


之 WO 一 Ge detdu 一 -3 WF . / z 
一 >2 (dhss) Sy+ > hy (a8y) 一 >2 W003 
DDhoe Dh) 
+ 之 hy + S shwhsreo’ 
F -” 了 
= >2 (> hiS'y 十 六 十 DS shunlsr) 1 
让 轩 w- 避 Smtn 丘 +5, 罗 B00. . 


由 (5.2.9) 并 注意 到 fi ~ oonst,, 上 式 化 为 - 
Dun tS 凤 ). 


出 边 积分 ， 应 用 Stokes 定理 ,就 有 i 
|。 Cn 音 TAf 字 Ps) *1=0 : i “(6.2.34) 
将 (5.2. 33) 科 4 夺 ， 减 去 (5,2. 34)， 便 得 四 
人 sr 有 - 0 


由 于 局 在 如 上 具有 国定 符 , 族 上 江 间 于 着 
"R00. - 


车 取 必 的 主 方向 正 交 标 架 ,使 
hsy= Nd, : 
区 有 


可 见 只 能 Ma= 和) 一 … 一 和 一 入. 根据 定理 5. 2. 2 的 扒 窗 汇 < cn 后 7 
这 各 (5/2.31) 的 第 三 式 碟 为 … | 
go A Po 


考虑 BR" 的 向 量 和 wv 十 ew+1， 易 见 z 
aa 二 ent =hdot dosta =0, 
即 hw 十 esr 是 一 个 常 向 量 . 令 
”十 et 人 4 
大 和 % 一 (0， 风光 是 全 测 地 起 曲面 ， .了 不 可 能 是 紧 到 的 因此 ，X 关 0， 
于 是 


0 er 4 | 
vw— ~ 一 
入 A 放 十 二 9 


即 ei z 
这 表明 履 位 于 中 心 在 %/% 半径 为 L/4| 的 w 弘 球面 上 由 于 
紧 致 连通 ， 因此 用 本 身 就 是 这 个 维 球面 . nn 

现 设 Hi “*°, 刀 ;是 慌 ot 的 二 个 固定 的 正 交 规范 标识 ( 箔 卡 
28. 


全 二 村 加 和 人 的 位 置 疝 量 量 必 日 可 表示 为 
: 2 一 之 waBa. 


| 于 是 , 方 和 


pa Pv, «ee, ws) (5.2. 35) 
确定 了 RR" 的 一 张 超 曲 面 ， 称 为 非 参 数 化 超 曲 面 ， 也 称 为 图 
令 p= W= (1+® pt) > 


超 曲面 (5.2.35) 的 单位 法 向 量 可 取 为 
ea 一 而 ( 卫 PB — Banta). 


于 是 , 超 曲面 (5.2.35) 的 诱导 度量 ds? 及 第 二 基本 形式 有 分别 是 
ds 一 (G84) = Pd) + CT psd) 
. 9 da do 
其 中 
go 一 ao 及 94564 pp 290) 
R= Cds, de - ”| 


te eae) / 
0d( 参 ina 


< 四 


-二 之 ci di 一 7 加 二 


07 Dr 


其 


Lo 6.2.37) 
WW dm A 


本 此 
+ 297 。 


杂 天 一 gj 一 下 了 台 9 PP 8 FP p A 


W Ar I OVOm; W Ww 
9/n / 
| 了 (多 ) -(5.3.28) 
车 引入 记号 / 
x 2 8 8 
A 这 Om D Ow, 4 DZ 
并 记 trh=—nf 
(1+|DF|)AF -多 (DPF) (DF) (DyF) 
DR (6.2.39) 
其 中 | DF’=3 (BF) -Dn 


方程 (5.2.39) 就 是 所 谓 平均 曲率 击 方 程 . 

于 是 ， 非 参数 化 超 曲 面 (5.2.35) 为 极 小 超 曲面 的 充 要 条 神 莽 
函数 忆 满足 
BPDPIY DFO 65.2.40) 
这 就 是 通常 所 谓 的 极 小 曲面 方程. | 

定义 5.2.4 设 下 是 忌 " 坟 的 超 曲面 , 若 1 的 第 二 基本 形式 在 
点 PE 半 有 (有 ) 定 , 则 称 难 在 三 点 是 (严格 ) 凸 的 车 在 每 
点 都 是 (严格 ) 西 的 , 则 到 称 为 (严格 ) 凸 超 曲面 ， 

在 BR" 中 , 导 在 了 点 的 切 窑 闻 是 一 张 % 维 切 超 平 面 ， 仍 记 
为 Tp(M)， 当 性 在 点 P( 严 格 ) 凸 时 ， 在 卫 附 近 M( 严 格 ) 地 位 于 
切 超 平面 Tp(M) 的 一 笛 .… . 事实 上 对 于 点 PE ML, 我 们 可 选取 
及 "+! 的 直角 坐标 系 (za，…，zw pss), 使 得 疼 在 了 的 法 向 量 汶 
向 重合 于 w+- 轴 . 于 是 , 在 卫 的 切 空间 TpCM) 便 由 dzwra(P) 一 0 
所 确定 ， 在 卫 附 近 ， 有 ML 可 局 部 地 央 示 为 非 参 数 化 形状 (5.2.35). 
因此 ， 在 了 有 dF(P)=0, 即 P 是 对 上 应 数 五 的 临界 点 ， 由 
»。 909 。 


人.2.37) 知 , 当 大 的 第 二 基本 形式 在 也 半 有 (有 ) 定 时 ， 函数 到 在 
P 达到 局 部 极 大 (小 ) 值 ， 所 以 在 卫 除 近 ， 必 作为 也 的 图 ， 必 ( 严 
格 ) 位 于 Tp(2M) 的 一 侧 ， 这样， 一 个 (严格 ) 凸 超 曲面 总 是 可 定向 
i 加 
定理 5.2.6， 设 及 是 下 + 中 紧 致 无 边 的 连通 的 严格 凸 超 井 

面 ,车 放 的 平均 曲率 为 常数 , 则 下 必 是 超 球 面 . 
”证明 对 于 RE"! 的 超 曲 面 , 方程 (5.1、 2 和 (5 1. 35) 化 为 


Bm = Rohan — ahsn, z (5.2 .41) 


用 和 表示 /上 的 Laplaoian, 则 i 
机 Ad -A - -Be 2 
“人 43) 
其 中 Au- 马 io 
5 hao'=dhn~ 轩 hi -多 ja 和 

- 利用 (6.2.42) 以 及 .有 ioei 恒等式 , 我 们 有 ， 人 三。 党 

之 hw = > hn 一 之 hy 十 会 A 

亚 2 fos 十 名 (hs Rue 十 paRiin), 
BBsnt bBoe), | 
这 里 最 后 一 个 等 号 是 因为 如 的 平均 疝 这 为 常数 i 

把 它 代入 (5.2.43), 得 

到 Ad23I9- e+ 届 CuBun+ioBom， 
(6.24 
在 MM 上 局 部 选取 履 的 主 方向 么 正 标 架 场 ， 使 加 一 5w, 其 中 
N 为 妈 的 主 曲率 , 则 (5.2.44) 的 右边 第 二 项 化 为 … 
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a a RBwt DB Me 


/ -5 Oo -Br 一 人 1 Cu- -0 Row 加 人 1 
因此 ， 
可 2 (有 至于) 各 局 本 吾 (un 一 TD “€ 2 人 


“由 于 是 严格 后 的 ， 人 和 均 非 堆 问号 - 中 时 
G5. 2 .41) 化 为 ” 
Ryy— hy>0 (8 关 人 . (5.2.46) 

这 样 ， (5.2.45) 的 右边 是 非 负 的 ， EB 是 必 上 的 下 调和 丽 数 . 根 
据 定 理 5.2.1 的 推论 2，1Bl?= 常 数 . 于 是 ， (5.2 .外 ) 左 边 为 零 ， 
因此 右边 的 每 一 顷 均 为 等: 再 种 用 (5.2. 46);- 可 点 加 演 8 即 了 为 
全 入 点 超 曲 面 ， 根据 定理 6.2.2 的 推论 2 以 及 了 的 紧 致 性 ，M 必 
是 Ee"™ 的 超 球 面 (参考 本 节 习 题 /2). 量 日: 

根据 (5: 工 .39)， 若 玉 具 有 常数 平均 曲率 和 常数 纯 景 则 率 ， 网 
1 3 人 一 常数 ， 因 亚 , 对 永 于 道理 瑟 .2. 6 欧 一 个 局 部 性 结 桌 是 

推论 1 至 "4a 中 其 有 常数 平均 直率 和 常数 纯 量 击 率 的 季 格 上 
超 曲 面 必 是 超 球面 的 一 部 分 ， 二 

定理 5.2.6 可 看 作 再 典 的 ,Lipbyaann 定理 的 高 维 推广 ， 最 
近 A. Ros 证 得 : 设 必 是 R"* 中 紧 致 无 边界 的 连通 的 嵌入 超 曲 
面 , 车 如 的 纯 量 曲率 为 常数 ， 则 MM 必 是 超 球 面 (见习 题 9 9 这 是 一 
个 有 趣 的 铺 果 。 和 i 
习题 . ,| 


. 设 Mr >Re 为 全 测 地 超 此 而 钙 明 MM 的 单位 法 向 量 志 关 于 "3 
全 的 
“2. 设 Mh 是 网 氏 空间 的 完备 连 涝 超 曲 面 ， 若是 全 疡 点 的 ， 则 M4 
或 是 全 测 地 的 超 平面 , 或 是 维 超 球 两 。 


» GOO 。 


& + 


AN 


py! oil 


《参考 芭 obayashi 多 Nomjza， “Fonnd. of Diff. Geom.”, Vol. II, 
p.30) 

3. 设 型 "+1(Cc) 是 常 曲率 5 的 黎 受 流 形 ， 政 一 到"ta(c) 是 连通 完备 的 
leinstein 超 曲 面 , n 庆 : 

.《i ) 若 c=0， 则 “的 总 量 曲 率 是 非 负 的 ， 这 时 尾 或 是 超 平面 或 是 超 渤 
面 . 

(DJ) 若 c 大 0， 目下 不 是 常 腥 率 的 ， 则 

"一 Dot) XSua(cy), 十 7 一 9 
oT TT 
其 中 5S%(e,), f=1, 3, 均 为 常 曲率 流 形 ;县 在 夏 "+1《6) 中 是 爹 脐 点 的 。 

4. 设 以"(n 之 多 是 常 曲率 空间 的 超 曲面 . 试 证 : 对" 为 局 部 共 形 平坦 
黎 曼 流 形 的 充 要 条 件 是 到 ”至 少 有 mn 一 工 个 主 曲 率 相等 。 

5. 设 是 R"t1 的 连通 完备 超 曲 面 , >3， 荐 真有 党 数 截 面 蓝 率 有 
则 并 是非 负 的 ,因而 下 或 是 超 平面 , 或 是 超 球面 . 

6, 设 属 ”是 ”3 二 工 维 单 壤 球 面 ， 至 是 56" 的 紧 致 无 边 的 连通 超 曲面 ， 
若 站 的 平均 曲率 为 常数 且 友 的 截面 曲率 非 负 ,页 则 于 或 是 ” 维 球面 或 是 两 个 
低 维 球面 的 立 积 , 站 

二 提示 ] 参考 Nomizu 久 Smyth, J .Di 二 . Geom. ,3(1969), 367—377. 

了. 设置" 位 () 是 常 肌 率 8 的 空间 形式 ; WM 是 "(5) 的 冯 到 无边 的 连 
通 漫 入 超 曲 面 ; 它 的 纯 量 曲率 为 常数 . 四 四 

(i;) 若 c>0 且 履 的 Biooi 曲 率 收 小 于 (nw 和) 或 者 、 

(ii 车 c<0 且 以 的 截面 曲率 为 正 , 则 妈 是 全 脐 点 的 超 球面 . 

[提示 ] 参考 8.T. Yau, Amer. J. Math., 97 (1976), 76 一 100。 以 及 
沈 一 天 Proc.Symp. DD2, 341—3583. / 

.8 设 让 oe) 是 常 曲 率 c 的 空间 形式 , 性 是 玻 "1C6) 的 为 (之 钥 维 完备 
连通 的 超 曲面 ， 若 的 第 二 基本 形式 平行 , 则 四 或 是 % 维 空间 形式 ,或 是 两 个 
低 维 的 空间 形式 的 乘 物 。 ，. 

“9.、 设 必 是 "中 紧 到 无边 的 连通 的 谨 入 趣 贞 面 关 的 嫩 量 内因 
数 , 则 隆 必 是 标准 超 球面 ， 

[提示 ] 参考 A.Ros, J .Diff.Geom., 27(1988), N02, 215—220， 

-10 记 及 "2 一 有 RT1X Rt 十 3 一 9%。 吾 "42 由 任何 向 量 且 可 唯一 地 分 解 


为 才 = 各 十 如 其 中 右 人 4 ，&2E R't1 对 于 另 一 向 量 ?一 让 二 7， 欧 氏 内 
积 可 分 解 为 ，(€, 7 二 《E170 十 2，7T9)。 设 人 >8"* CCR" 是 等 距 温 入 
单位 球面 511 中 的 超 曲面 , 则 履 在 BR"*? 中 的 位 置 向 量 “ 洒 分 解 为 
和 一 adEl 十 aot3， 0 十 a3 一 工 ， 
其 中 和 ER 和 后 ER 都 是 单位 向 量 ， 试 证 : 站 作为 8" 的 超 自 次， 
《1) 到 的 单位 法 向 量 可 融 为 en41 一 一 0381 十 qd6g; + 
《ay) 形 的 第 二 基本 形式 是 
~— (GX, dent1) = 0109C(96€4,:0£1) — des, dé))s 
Qii) MM 的 诱导 度量 电 
ds =a¥|aéil? + esl 
Vv) M 和 
| z -了 


它 称 为 Cliftord 家 小 起 曲 而 ， 
$3 小 了 沉 形 
lt 体积 的 变 分 


。 设 必 和 及 分 别 是 ,和 n+p 维 黎 曲 流 形 ,/: 必 > 及 是 等 中 没 
入 。 正如 本 章 8 1.3 所 述 ， 在 么 正 标 架 场 下 ， 履 的 体积 元 dvx= 
全 入 … 信 or。 着 到 是 紧 吾 的 (可 能 有 光滑 边界 9M)， 则 的 体积 


7x=| go wi 人 :人 on ， 
现 考 赔 并 的 变 分 如 下 : 设 T- (一 可 ，s>0 为 某 实数 ,并 设 
F:MxI > 为 一 可 微 映射 ,使 得 对 任何 4E 了 了 限制 企 逆 x 从 
上 是 一 个 浸入 , 并 且 了 了 (P，0) 一 A(P)，VPE 龙 ， 写 着 ji= 
而 je 部 户 (P) 一 下 (P, 介 ， 从 而 fo 一 f， 于是, {f} 称 为 了 的 
一 个 变 分 . 
在 流 形 玫 XI 上 ， 考 虑 么 正 标 架 物 ex(P, 们 ， 使 得 对 每 个 因 


定 的 iE 了 , ei(P, 六 与 户 (U) 相 切 ， 而 en( 己 , 四 为 法 向 量 ， 这 样 ， 
当 M 由 形式 04 始 限制 在 fi(M) 上 时 ， 它们 可 表达 为 
二 大 一 au Of, 
Of = oF +aeds, / 
其 中 。 at 和 of 是 到 上 的 1- 形 式 ， 其 系数 可 能 与 t 有 关 。 特别 当 
一 0 时 ， 这 些 形式 就 化 为 用 上 原来 的 微分 形式 . 向 量 (Bee2) [i=0 


(5.3.1) 


称 为 订 的 形变 向 量 ， 有 时 也 称 为 变 分 向 重 . 
在 流 形 四 XI 上 , 算 子 9 可 写 为 i 
dyt ot (5.3.2) 
其 中 dx 表示 以 上 的 外 微分 算 子 ， 在 内 x 了 T 上 ,我们 可 得 
dO+ NO") -BPNQs, (5.3.3) 
其 中 


0O。 -BON NB AGING A Ar 的 6.3 
将 (5.3. 了 代入 (5.3. .3)， 我 们 看 到 
左边 =a 人 人: :Dwrtas 人 DB(— 一 J) 坟 gt 
CS A A 
右边 - -全 6 : 
其 中 6 -BN ‘NohatAom A Aho, (5.3 
比较 左右 两 边 引 项 的 系数 ,得 
BNA 
{SD aot A Nero oy 
+ 6.. / (5.3.6) 
在 1 上 积分 上 式 并 令 ;=0, 便 得 体积 的 第 一 变 分 公式 为 
。 $083 。 


pr OY 元 | wr A ) 
“(0) ( 志 “ Aho 


-人 之 5 -Da A 
入 of 入 ar 入 … .人 an， Ga 
这 里 最 后 而 个 积分 中 被 积 量 到 4 一 0 的 信 . 四 站 
“着 对 于 PE8M, oi(P, 0) 一 0, 换言之 形变 向 量 沿边 界 2 从 
正 交 于 必 ( 法 向 变 分 ), 则 (5.3. 7) 的 最 后 第 二 项 消失 . 当然 , 若 汪 


分 保持 边界 8M 不 动 ， 则 此 条 件 自 多 满 尼 关于 这 样 的 变 分 ,我 们 
就 有 
V0) =- 本 习习 item (8,3:7") 

这 时 已 把 (5 1.21) 代 入 t 一 0 册 的 (B.3.5)， 朋 此 可 见 ， 对 任意 的 

， 第 一 变 分 等 于 零 的 充 要 条 件 是 导 加 ,一 0， . 即 了 的 平均 曲率 向 
是 万 ( 见 (5 1.28)) 恒 消失 ， 因 此 ， 我 们 有 | 

定理 5.8.1 黎 曼 流 形 的 裤 小 手 流 形 的 局 部 将 征 是 : 其 上 任 
意 紧 至 区 天 的 体积 ， 在 全 持 区 域 边界 铅 定 的 歼 变 下 ， 阴 到 临界 人 
( 即 一 阶 变 分 为 零 ). 


如 所 知 ,一 阶 变 分 为 零 的 极 小 子 流 形 ， 其 体积 未 必 真 正 达 到 要 
小 对 此 ， 还 受 考 碰 具 体积 的 一 阶 变 分 ， 即 在 条 件 H=0 了 ， 计算 


Fo) - 名 | or 人: No" )| | 


为 此 ,我 们 先 对 (5.3.4) 外 微分 , 利用 结构 方程 得 
一 0 = 一己 HAFAN 0” “Ab 和 Ag 上 


入 人 -1 和 Be 人 Br 入 .， :人 Dr 
十 全 lb 人 {4g+ 访 KR ,a0s3 NOTIN... A 


十 (包含 04, or 的 二 次 项 )， 《06,3.8) 


各 S04 。 


其 中 已 置 可 
Ko 一 了 K ung, / (6 .3.9) 
它 由 外 围 流 形 及 的 曲率 张 量 及 4pop 所 确定 . 
二 另 一 方面 ,把 (5.3.1) 代 入 (5.3.4, 我 们 有 


Da 1 ao 人 -… ‘人 wr Ao 和. .人 on 
十 之 会 ( 一 T)rafcOL 人 … A Ai A 
No Mot A SAO | : (56.83.11) 
对 (5.3.10) 外 微分 ， 


Qua dyGut dt 和 -ee -aa (8.19) 
把 (5.3. 了 代入 (5:8.8), 得 " | 
—dQa= th (B08N Bat Vo) + 其 他 项 ， “(6 .3:43) 
各 让 / 由 

Pm BR NA 

+ oN No No NA 
和 | 

CATAoEAoTIA Aw". .- {5.8.14) 

把 (5.3.12) 代 入 (5.3.13), 比较 含 中 项 的 系数 ,得 


oe -dy Bet BNDet Da. | (5.8.15) 
现 对 (5.3. 了 的 第 二 式 外 微分 , 利用 结构 方程 和 (B.3,1), 可 得 
Quo” 一 > gs 0%— -之 ‘GE— 0 ), (5 .83.16) 


利用 5.3.15) 和 .5.3.16), 就 可 计算 


位 i B+ du Ge Da) to 
+ of— ato) 和 下. (6: 8.17) 


当 守 =0 时 ， 81,_o 一 0: 因此 ， 对 (5.3.6， 求 导 ， 利用 有 .5.8.17), 
再 令 t=0, 最 后 可 得 | 
Fo 人 请 3(- -Da of NA 


和 or+ wT, } 


+) {Be of oko) ) G+ Doan. . (65.8.18) 
概 演 变 分 向 量 是 履 的 法 向 量 , 且 边 界 3M 固 征 不 动 , 则 
0 一 0， aa 0) =0, Vv?EoM. | 


于 是 ys t=0 时 有 汪 
‘i -2 wt: .AariAanaA .和 on 


Sj a 一 一 之 (K g6 十 Gap, 0 dv 
| ou 1 (5.3.19) 
i 壬 这 些 式 子 代 入 -3.18)，“ 极 小 对流 形 的 体积 的 第 二 变 分 公 
ro- 名 人 er 
(5.3.30) 
“从 (5 3.16) 可 罗 ,: 在 政 玉 ( 凡 0) 有 : i 
4 “之 oO a +t, oo 


这 表明 只是 形变 向 量 4 一 已 ares 的 共 变 导数 的 分 量 ， 它 的 二 阶 
区 GCo， 


由 冰 。、YCAIIYA_ 


MT 和 


下 = 


共 变 导数 的 分 量 a%j 定义 为 
0 da 0 十 之 Dy 
于 是 , ow?” 的 LaplaoianAa” 是 z 
| Ao = 8%. 
定义 戏法 从 上 的 内 积 为 。 
<4, AA4)=> a*Aa”. 
直接 计算 可 验证 四 
dB orofro0 = (Bo) +6h, A4>)gow。 (5.3.21) 


此 ，|。 (加 (of)?+《4 AAY} dou— | tee 0 | | 
其 中 最 后 的 等 号 是 根据 边界 9M 的 固定 性 


引入 椭圆 算 子 
Te 一 一 Ao -BD 全 ce 十 aaa)a4 (5.3.22) 
则 第 二 变 分 公式 、 5.3.20) 可 改写 为 
pyY 0)=| L.A, Adon. (5. 3 .207 
对 于 法 向 量 场 4 一 2 ea 和 B= bom 记 们 江天 
Aliu= Blu=0, 
.4B -| CLA, BYdou. ~ (5.8.33) 


因为 长 A4 2 一 《4 AZ2Joou 一 以 人 eb Ma oh 
战 : ,i TA, Bb ~ B, A), | 
指标 形式 5 3.23 是 对 称 的 .利用 (6.3.23 ， 第 一 变 分 公式 


MO 一 1 A, A). . . (6.8.20") 
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和 定义 法 回 量 场 4 和 8B 的 整体 内 积 为 
(A, B)—|.<4, Bydvu= | Barb) don, 


这 样 , 根据 强 椭 贺 算 子 的 理论 , 我 们 有 

定理 5.3.2 设 O8(T+M) 雪 示 MM 的 法 从 中 所 有 光滑 截面 的 
空间 , 它们 在 边界 9M 上 恒 为 零 . 指标 形式 (5:3.23) 是 O05 (T+M) 
上 的 对 称 双 线性 形式 ， 它 关 于 整体 内 积 可 对 角 化 ,， 并 且 具 有 离散 的 
实 特征 值 

- 0 os 
每 个 特征 值 所 对 应 的 特征 空间 是 有 限 维 的 . ，， 

定义 5.3.1 对 应 于 负 竺 征 值 的 特征 空间 的 纺 吉 之 和 区 为 和 
小 子 流 形 必 的 指数 . 特征 什 为 0 所 汶 应 的 条 伙同 的 维 数 窜 为 
的 零 数 . | 

易 见 ,全 测 地 子 流 形 8"-> Be 的 指数 为 p; 零 数 为 p(n 十 1). 

特别 是 m= 卫 即 测 地 线 的 情况 ,我们 有 cup=@i 这 时 牌子 
(5.3.22) 化 为 和 

Lar 一 一 Am Rae. 

吾 体 微分 几何 的 许多 定理 (如 Myers 定理 ， Synge 定理 Morse 指 
数 定理 等 ) 均 盖 源 于 此 算 子 . 

定义 5.8.2 车 极 小 子 流 形 下 的 指数 为 0， 则 稀 妹 是 稳定 的 ; 
否则 称 为 不 稳定 的 。 这 时 对 应 的 极 小 漫 入 :如 一 陡 也 称 为 稳定 
(或 不 稳定 ) 的 。 

前 崔 义 ， 对 于 稳定 的 航 小 于 流 形 M， 其 第 二 变 分 醒 非 负 , , 

(0) 宇 0; 反之 ， 若 存在 一 个 变 分 向 量 AEOS T+M), 使 (入 

4)<0, 由 由 是 不 稳定 前 

注 “如 果 杂 是 非 紧 致 的 ， 风 就 取 具 有 紧 致 支 集 的 法 向 变 分 向 
量 . 于 是 , 上面 的 讨论 仍然 适用 . 因此 , 可 同样 地 定义 尾 的 稳定 性 . 
。 2318 。 


3.2 欧 氏 空间 的 极 小 子 流 形 
本 节 考 虑 外 围 流 形 六 为 欧 氏 空间 Rr"+t? 的 情况 . 如 本 章 § 2.3 
开头 所 述 ， 用 zw: 避 >Re"+t? 表示 以 的 等 距 淄 入 ， 而 其 在 le"+2 中 的 
位 置 问 量 也 用 ww 表示; 
设 “六 04 是 "+? 的 一 个 常 向 量 ， 定义 “关于 6 9 度 
基数 
| | p= 0, 
于 是 ,利用 (5.2. 31) 就 有 : / 
Bp =dp—ta, de》= Da Lo : 
> Py = Dp;= dp,— 3 多 LN 
从 而 和 上 耳 数 P 的 Laplaoian 为 | i 
: / Ap~ > jason -wa DD, | 
其 中 z 
HD he 
是 米 ->R"t? 的 平均 曲率 向 量 . 由 此 得 : -| 
”命题 5.3.3 欧 开 空 间 中 等 距 漫 入 子 流 形 j 为 极 小 的 充 要 条 
件 是 了 的 位 置 向 量 的 华 标 分 量 都 为 上 的 调和 函数 . 
根据 Hopf 极 天 不 理 , 便 得 
推论 欧 儿 空间 中 不 存在 紧 致 无 边 的 极 小 子 流 形 . : 
从 (5.1. 38) 及 被 小 性 RR"t? 中 极 小 子 流 形 了 1 的 Rioof 张 量 为 
1 一 2 Pt 
其 纯 量 曲率 为 
p= lB. 
全 S09 s 


因此 , 用 的 Riooi 张 量 是 半 负 定 的 ， 尤 其 是 , MM 的 纯 量 曲率 为 
零 的 充 要 条 件 是 1 为 全 测 地 子 空间 ， 这 些 都 是 欧 氏 空间 中 极 小 子 
流 形 的 内 弄 光 要 条 件 . 

”关于 殿中 极 小 曲面 的 研究 ,早期 集中 于 下 面 的 所 谓 Plateau 
问题 在 R 中 给 定 一 条 可 求 长 的 闭 Jordan 曲线 工 , 能 否 找 到 
纪 线 以 工 为 边界 的 极 小 曲面 ? 这 个 问题 由 Rado 及 :Dpuglas 
(1931 年 ) 在 广义 解 的 范围 内 得 到 解决 . 这 里 可 能 存在 孤立 的 分 吉 
所 在 分 文 扩 处 曲面 不 是 浸入 ， 直 到 1970 年 , 才 由 Osserman 证 
明了 上 述 广 义 解 是 处 处 内 部 正则 的 ， 即 不 会 有 分 支点 . 后 来 丘 成 
桐 (S. T. Yau) 等 又 解决 了 何 时 浸入 变 为 嵌入 的 问题 ， 

除了 这 类 存在 性 问题 外 , 还 有 不 少 属于 唯一 性 娘 商 的 问题 . 其 
中 最 著名 的 是 ,Bernisteii 定理 :BR 中 完备 的 非 参 数 侯 航 小 曲面 
( 极 小 图 ) 必 是 平面 (参考 [14] ). Bernstein 问题 的 高 维 推广 是 : 
极 小 曲面 方程 (5.2.40) 的 整体 解 .也 ( 即 对 一 切 m4 …, wm 都 有 定 
义 ) 是 否 是 线性 函数 ? 这 个 问题 的 肯定 回答 情况 如 下 n=3 由 
de Giorgi(1965 年 ) 证 得 ; n= 和 4 由 Almgren(1966 年 ) 证 得 ; 7 
由 Simons(1967 年 ) 证 得 (参考 [11]).. 令 人 吃惊 的 是 ， 当 mwz>8 
时 , 问题 的 回答 是 否定 的 . 这 是 由 Bombieri, ‘de Giorgi 和 Giusti 
在 1969 年 联合 得 到 的 [参考 Iny. Math., 了 (1969); 243—268]. 
| 非 参数 化 极 小 起 曲面 的 一 个 值得 注意 的 性 质 是 

命题 5.3.4 在 瑟 "+i 中 由 (5. 2 .35) 确 定 的 极 小 超 浊 西 是 稳 
定 的 . 

.证 明 对 于 极 小 超 曲 面 ML, 第 二 变 分 公式 (5 3. 20) 可 写成 


5(o)- lv -phal jdm 56.3.24) 


其 中 VY 表示 4 上 联络 , 9p 是 到 上 具有 紧 致 支 集 的 可 微 函 数 。 
胃 一 方面 , 超 曲 面 45.2.35) 的 单位 法 癌 量 是 ( 见 82.3) 
° 810 。 


ert (D PD Bt). : 
因此 ， 《Ba er 一 一 矶 . | 
利用 (5.2.31) 及 开 的 极 小 性 ， 可 直接 计算 《Ba，enrt> 的 
Laplacian 为 


A(B,sr1, en+22) 一 一 有如 [Ce ea (5.3.25) 

妈 BI:= 一 WA( 二 ) 
把 它 代入 (5.3.24), 得 . 
Vu(0)=|. {volsr owA(D)} oo (5.3.26) 


考虑 My 上 向 量 场 wTV( 坊 ) 它 在 上 具有 紧 致 支 集 .由 
Stiokeg 定理 ,得 


odiv (ev (WB))or | 
-~ |, pWA(B)iout | (Vv (pW), es 
即 人 wa( 志 ov 


-em 二 yo 


-| {IvW +2 vp, vw Yaon. 
代入 (5.3.26) 并 令 由 =g 邢 , 最 后 就 得 
jy 1 2 
V0)=—|, -iv dou>0. 
由 于 p 的 任意 性 , 命题 得 证 . 重 
基于 这 个 命题 Bernstein 定理 的 一 种 自然 推广 是 ， 中 完 
. 317 。 


备 的 稳定 极 小 曲面 是 平面 . 这 个 结 采 已 被 Tisoher-(olbrie 和 
Sohoen(1979 年 ) 联 合 证 实 。 稍 后 ，do Carmo 和 彰 家 贵 一 起 也 予 
以 独立 证 明 [参考 Bull. AMS，(N. 8, )1(1979)，903 一 906]. :但 
是 ,这 个 全 题 在 高 维 (3<m<7) 的 推广 至 今 尚 未 获 解 。 


3.3 球面 上 的 极 小 子 流 形 


设 S"+?(0) 一 {se Belal: -2 oa 二 的 nt 
维 标准 网 氏 球面 。 据 第 三 章 $2.1 的 例 1 So 的 结构 方程 
为 

到 
des = Oen—c04%, 
其 中 {ej} 为 S*+?(0) 的 物 标 架 场 , “entpri= ~ 9 为 它 的 这 位 法 法 
向 量 场 . 

现 设 z: MM>S"?(0) CR" 是 nD 维 黎 显 流 形 以 到 球面 
S" oO) 的 等 距 涟 入 ,我们 用 同一 字母 表示 以 在 Rr 中 的 位 置 
回 量 . 选取 局 部 < 正 标 架 场 {e4}， 使 得 限制 在 人 上 时 ， 向 量 {es} 
与 M 相 切 ，{ea] 为 1 的 法 向 量 场 ， 于 是 ， 当 (5.3. 27) 限 制 在 M 上 
时 , 利用 (5.1.20) 和 (6.1.21), 类 似 于 (58.2.31) 我 们 有 


(Bb.3.27) 


dx 一 之 We 

aa- 马 ， 中 {0 + Mo 一 oo 化 ) (5.3 .28) 

‘te es = — joe + Cseg. 
| a 

我 们 要 计算 允 的 位 置 向 量 ” 的 Laplaofan An. 令 
dr Bo, | 
比较 (5 3. 28) 的 第 一 式 , 可见 
We Ot 


* 81%。 


利用 (5.3.28) 的 第 二 式 ,有 
i 之 20D7 一 -000 一 di 一 > vo} 一 0e; 一 之 erof 


: = bea — CMV’, 
由 此 ， 省 二 之 hs ea 一 CLO ,4 
Mr- oun MOP, : : z (5.3.29) 


其 中 瓦 是 了 在 人 这 笠 ， 我 们 项 让， 了 下 
列 定理 ， 
定理 5.3.5C(Takahashi, 1966) 必 中 浸入 子 流 形 o Mr _> 
0S 为 极 小 子 流 形 的 到 可 条 件 是 M 的 位 置 厅 量 2 满 
中 : 
Awtnoo—0. 6 3. .90) 
”这 是 关于 球面 上 极 小 子 流 形 的 一 个 重要 和 结果 ， 它 有 许多 应 用 
推论 1. 设 对 是 球面 St?(o) 的 m 维 紧 致 极 小 下 流 形 ) 风 六 臣 ， 
Laplaoian 的 第 一 特征 值 入 (1) <no， 、 
在 球面 上 , 紧 致 无 边界 的 极 小 子 流 形 是 存在 的 . 除了 全 测 地 
的 球面 外 ,我 们 有 下 列 例子 . 
例 1 Olifford 极 小 超 曲 面 ( 见 本 章 $ 2, 习题 10). 
例 2 Veronese 曲面 ， 机 
设 (w, y, 2z) 是 区 的 直角 坐标 ,单位 球面 局 的 方程 为 
+ 二 十 
“ 设 (w Uo，…, Ws) 是 BR 的 直角 坐标 ， 考官 下 区 了 和 ， 
一 So Be Ua— ~\ 3 Ye, 四 
lu Co —y), « -5 ety) (5.3.31) 
直接 计算 可 验证 
0313。 


Pn . : 
(5.3.392) 
| Ddu) "=d0 + dy + de. 


因此 ,映射 (5.3.31) 定 义 了 5S>S4 的 等 距 浸 入 . 应 用 定理 5.3.5 
可 以 验证 这 是 极 小 浸入 . 由 于 (5.3.31) 是 二 次 齐 式 , 放映 射 是 二 
对 一 的 ， 即 这 是 实 射影 平面 到 S* 的 极 小 嵌入 。 这 个 曲面 称 为 
Veronese 曲面 . 四 
例 3 球面 到 球面 的 标准 极 小 嵌入 
设 S*(e) 是 常 曲率 。 的 n 维 球面 , 若 存 在 极 小 漫 入 o:S"(o) 一 
Se (了 性 总 “44， 则 由 定理 5.8.5, 加 是 SCc) 上 上 Laplacian 的 特征 
值 ， 然而，A*"(c) 的 Laplaoian 特征 什 为 (十 mn 一 1)e, 其 中 6 为 
自然 数 ， 豆 必 有 i 
pn/Mbin 1). | :3 3.33) 
因为 对 应 手 特征 介 (bw 一 6 的 特征 空间 的 维 数 是 : 
0 一 《28 -十 多 一 工 ) (Kn 2) 1 /bt (n—1) {i C689) 
因此 5"( 坟 的 维 数 加 <imis. M. do Carmo 和 RR. N. "Wailach 得 
到 了 球面 S"(cx) 到 球面 S”(1) 的 标准 极 小 灾 入 , 其 中 cx 和 mw 由 
(5B.3.33) 和 (5.3.34) 表示 ，[ 参 考 Ann. of Math., 93(1971)，, 
43—62. 和 7 
” 章 性 极 小 超前 面 ， 
项 起 六 (W YY. Hsiang) 发 现 ; 当 一 个 闭 的 等 虑 群 作 用 在 紧 臻 
黎 曼 流 形 更 直 时 ， 其 最 大 轨道 是 不 的 极 小子 流 形 [Proe. Nat. 
Aoad. Soi. USA, 56(1966), 5 -6.]. 于 是 , 他 和 互 . B. Lawson 
一 起 ,把 运动 群 8SO(n 十 2) 作 用 在 8"+1(1) 上 , 得 到 了 作为 SO(m 十 
2) 的 子 群 的 轨道 在 So" 所 人 中 实现 的 各 种 齐 性 紧 致 极 小 超 曲面 , 详 
见 J. Diff. Geom., 5(1971), 1—38, 


“oI14. 


关于 这 些 极 小 子 流 形 的 稳定 性 , 有 下 列 定理 . 
定理 5.3.6 球面 上 任何 紧 致 无 边 的 极 小 子 流 形 都 是 不 稳 定 
证 明 设 2: 及 ->S"i?(c)ChR"t?t 是 紧 致 无 边 极 小 子 流 形 . 
这 时 由 (5.3.9) 定 义 的 Ko 为 
KR ,= nedsg. 
于 是 , 第 二 变 分 公式 (65.3.20) 可 写成 
x(0)= -| {> a”( Aa®+ noa”) 十 之 gagrat} dow. 
z / (5.8.35) 
令 g 是 BR"t?+t1 的 常 向 量 ,人 形 要 移 是 
> 0 en 一 之 《ai EapEa， 


即 问 量 c 在 盈 的 法 空间 上 的 投影 .我 们 要 计算 Laplaoian Aa“ 一 
AKg, ea》， 记 0 一 《6 ei 利用 (5.3. 28)， 得 
ofo:- dar + osog— -| 
即 3 
2 dot — 记 OF OO: 1+ 台 Qf00$ 
一 一 他 | a 一 避 克 用 qfw1 一 0 加 及 Ca, os 
Bi 04 一 一 之 ， he yo” 一 会 hohe — oN 0,. 0 
利用 (5.3.19) 和 下 的 极 小 性 ,注意 到 (5.1.35)， 就 有 
-Ang” 一 之 0 -之 Wf Gag; 
从 而 ,(5.3.35) 化 为 “ 
40)- 一 me| ,BD (a) dvu<0. 
因此 , 必 是 不 稳定 的 . 里 
e 681 ， 


注 事实 上 , 订 以 证 明 ， 对 于 定理 5.3.6 的 极 小 子 流 形 人 -> 
S"t?(e), - 它 的 指数 Ind(M)>p= =00dim MM， 零 - 妆 Nul( 及 ) >> 
p(n 十 1), 其 中 任 一 全 立 当 王公 当 史 为 全 测 地 的 谍 入 
子 流 形 ( 见 [11]). | 


3.4 Simons 不 等 式 | 
由 (5.1.39), 在 常 曲率 空间 中 , 极 小 子 流 形 必 的 第 二 基本 形式 
的 长 度 平方 Bl? 仅 与 到 的 纯 量 曲 率 p 有关; 因而 是 必 的 一 个 内 落 
量 .我 们 要 计算 1B 上 ?的 Laplaoian， 因 为 
TAB ~ "fA 5.3.36) 


所 以 主要 计算 Ang. 

若 一 个 黎 曼 流 形 的 曲率 张 量 是 平行 的 ， 则 称 之 为 局 部 对 称 空 
间 ， 显然 常 曲率 空间 是 局 部 对 称 的 . 我 们 先 设 极 小 子 流 形 了 的 
外 围 流 形 及 是 局 部 对 称 的 ， 即 在 么 正 标 架 场 下 ， 有 ¢ 的 曲率 张 最 
到 gop 满足 

Kfoma=0, 加 {5.3.37) 
其 中 “表示 关于 耶 的 黎明 联络 的 共 变 微分 ( 见 第 三 章 ， 
§ 2.2) 

另 一 方面 ， 当 限 制 在 允 上 时 ; 类 似 于 (5 1. 25) 的 定义 ,Kix 的 
共 变 导数 并 Wu 为 i 

guo 一 4 有 多 一 之 Kaper 3 KénnoF 


— D> Kym 十 全 Kr. 


这 个 共 变 导数 不 同 于 把 及 和 ms 限制 在 上 而 得 的 名 i。 由 定义 
(5.1.21) 和 (5.1.25), 它们 之 间 的 关系 是 
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Kg ,= Km 一 > 一 > Kh . 
/ 2 KY ahik 十 之 玉昌 ppm。 
这 样 ,在 条 件 45.3.37) 下 ;我 们 有 
yi 一 六 K%rhht K orhn 十 之 K Ynhe, 一 之 K tim. 
| (5.3.38) 
1 上 第 二 基本 张 量 网 的 Laplaeian 人 及 1 是 
A 帮 一 近 yn 
其 中 hisn 是 访 ， 的 共 变 导数 ( 见 本 章 1.8), 它 定义 为 
> heywer Oo 一 d Risw— -之 hy 一 之 ji coy 
一 之 Mrok 十 六 hye 
对 上 式 外 微分 ,利用 结构 方程 , 就 得 相应 的 Riooi 恒等式 
hyn -w= he RN 十 之 /py Pest — - 今 jb Rin. 
《6.3.39) 
据 (5.1.26), 有 时 
之 /4 -> Ahfi 一 他 K jpn=— 之 Nazr 一 访 K tyr. 
据 (5.3.39) 有 
pan Ms + DB en Bt DRE DR 
.由 此 两 式 ,我 们 可 算得 _ 
Ahsi = 之 (hxes — KR hms — EK frre) 
十 之 (之 人 fms 有 一 之 hh Rds). 


人 3 全 ) 
把 (5.1.22)，(5.1.23) 和 (5.3.38) 代 入 (5.3.40)， 最 后 可 和 
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ShpoAhs= 全 (4F% hh — Korhe hy) 
tai ER 


-2 YY (Khe hy 十 下 Da) 


a fm 
和 之) [Sh phy — hh 4 ) ] ” — So a8) 2， 
| 大 sg 


(5.3.41) 
其 中 aaa 由 (5.3.19) 定 义 . 
现 设 型 具有 常数 截面 曲率 ,'c， 即 
Kipcp=€ CE 一 8 》 5) 
记 竹 阵 有 ”= (7%) 它 的 迹 记 为 tr H", 则 (5.3. 入 ) 化 为 
> hs A 加 一 一 避 ir(H*He— -2 (gg)°+ nol Bl?. 
/ (5 .8.42) 
为 了 对 上 式 右边 作出 合计， 我 们 需要 下 面 的 代数 引 理 (参考 
[4]). z 
引 理 1 设 4,B 是 nxn 对 称 矩阵 ， 则 
ir(AB— BA)"<2(tir A)(trB'’), (5.3.48) 
式 中 对 非 零 矩阵 4 和 如 等 号 成 立 , 当 且 仅 当 存在 正 交 害 阵 gy 使 
A=‘QAQ 和 B='QBQ 同时 化 为 


0 
re -2 "| 下 ) 
0 [7 0 / 0 107/ 


这 里 入 入 是 比例 因子 . 

证 明 因为 矩阵 的 迹 在 合同 变换 下 不 变 ， 对 称 矩 阵 可 在 合同 
变换 下 对 角 化 ,所 以 不 失 一 般 性 ,可 假定 4 为 对 角 和 矩阵 (sw3s)， 而 
B= (bs). 于 是 
(4B 一 B4)" 一 六 (a,- 网 顺 二 3 瑟 (4 风 本 


<3( 习 加 (BE) =2ir 4 )(tr B’), (5.3.44) 
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现 设 4 和 如 为 非 零 矩 阵 , 且 上 式 等 号 成 立 ， 从 (5.3 “的 第 


二 个 等 号 得 
bi11 =…… — 0,, = 0, 


且 车 bw 六 0(i 关 让， 则 
.Gt=0. 
四平 BB8 非 零 ， 不 失 一 般 性 ， 可 设 61s 天 0， 于 是 ，6%1 一 — 2. 再 从 
(5.3.44) 的 第 三 个 等 号 得 
ae 一 … 一 an 一 0. 
既然 4 非 零 , 故 四 = 一 ao 和 0, 从 而 对 一 切 (全 门 关 (1, 2) 有 Dy=0,. 
引 理 证 毕 . 和 | 
现在 把 引 理 1 应 用 于 (5. 3.42) 的 右 边 第 一 项 注意 到 
tr( 如 *)? 上 = goa, 则 得 四 
A 一 2 UaaO' gg ™ >2 (Gung)” 十 mo 如 | >。 四 
由 于 (oa) 是 Xp 对 称 矩 阵 ， 适当 选取 法 向 量 志 [oo 全 它 
对 角 化 ， 因此 上 式 化 为 
A Wu>nol Bh -2 2 roa0ga— Dra)” | 
nlBl:-2 (5 Gaa) ?+0o)’, 


注意 到 怠 0os 一 1B| ， 且 由 Sohwarz 不 等 式 
3 (ao):> le rae) "Bl 


上 式 可 化 为 Ammol Bl C3 )mr 

代入 (5.3.36), 最 后 可 得 
2 2 了 (人 -二 
3A(BI)> +1Bl [re (Bl]. 


(5.3.45) 
车 用 是 紧 致 无边 的 , 则 对 上 式 两 边 积分 得 
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-定理 世 8.7(J. Simons 1967) 设 S*ts(e) 是 常 曲率 'e>0 的 
欧 开 球面 ，M->S"'"() 是 w 维 紧 致 无 边 的 极 小 子 流 形 , 则 。” - 


| 1B [Em =) [| 一 mo| dvy>0. .+ (5.3.46) 


这 就 是 著名 的 J. Simons 不 等 式 . 由 此 即 得 
! 推论 六 在 定理 5.3.7 的 假设 下 ,车 i 


laP<ne/ (3) 


峙 或 者 13? 一 0，M 是 全 测 地 子 流 形 ;或 者 “，““ 


Ta /AC ). . 


Ohern_do Carmo_Kobayashi 进一步 证 得 . 在 后 者 情况 下 ;: 
MM 或 为 0lifferd 极 小 超 曲面 ;- 或 为 5" 的 Veronese: 曲面 (参考 
[41). 

-个 自 然 的 问题 是 , 车 紧 到 无 边 极 小 子 流花 MB) 的 
B= 常数 (相当 于 纯 量 曲率 为 常数 ), 则 1B 的 可 能 值 是 否 是 离 
散 的 ? 下 一 个 可 能 的 值 是 多 少 ? 这 个 问题 即使 在 =1 时 也 未 稳 
底 解 决 . z 


四 
. -1 _ 


验证: 公式 45.3.15) 和 (5.3. 0 

. 证 明 公 式 作 .3.21) 和 (5.3.25) = 
.验证 (5.3.33) 并 证 有 明 映 射 (5.3， 5) 是 极 小 浸入 。 
.验证 公式 (5.3.38) . 

5. 设 N "9"…“ SB" 1 是 m 维 连通 子 流 形 , 它 在 Sm 中 的 第 二 基本 
形式 长 度 平方 |B81?< (m 一 1) 长 y, 其 中 人 Ky 是 Y 在 每 点 的 截面 曲率 的 下 界 ， 
试 证 :- 入" 中 不 存在 紧 致 无 边 的 稳定 极 小 子 流 形 。 

[提示 ] 参考 Proe. &MS, 93(1985), 11i 一 117, 


。 VOU 。 


和 


6. 设 胆 一 ”co) 是 人 > 多 维 紧 致 无 边 的 极 小 子 流 形 , 若 到 的 Rioci 曲 
率 大 于 (mn 一 2)e, 则 对 是 全 测 地 的 . 

[参考 入 . Bjiri, J. Math. Soc. Japan, 31(1979), 251—256.] 

7. 设 MM>S"t?(e) 是 双 儿 无边 的 极 小 子 流 形 ， 有 蚂 的 截面 曲率 大 于 
多 =, 则 M 是 全 测 地 的 . 

[参考 S. T. Yam, Amer. J, Math., 97 (1975), 76_100 ] ， 

8. 设 4t 4a,， 4as 是 三 个 ”Xpm 对 称 和 矩阵 ， 它们 两 两 满足 等 式 (5. 3. 43)， 
试 证 ，A41, 4s，4s 中 至 少 有 一 个 为 零 矩 阵 ， 利用 这 个 代数 结论 ,证 明 ba 


5.3.7 的 推论 工 中 ,车 
spP=e/(- 动 


则 有 或 为 Clifford 极 小 超 曲 面 ， 或 为 5S 中 Veronese 曲面 。 (省 E) ， 
9. 设 开 ->Snte(o) 是 紧 臻 无边 的 极 小 子 流 形 ， 利用 (5 3. 人 及 Gauss 
方程 , 试 证 ， 


| 人 plRiemCa0D 有 +2pjBi 
人 2 一 -Dodox>0， 


共 中 Riom (MM) 上 表示 的 曲率 张 量 的 长 度 平 方 ， [io Gn 天 示 Biool 张 
量 的 长 度 平方 , p 表示 纯 量 有 曲率. i 
[参考 ; 白 正 国 ,数学 年 刊 ;8A (1987)， 362_367 ] 
10. 设 邓 -Sn “人 是 时 至 无 边 的 极 小 子 流 形 ， 基肥 的 第 二 基本 形式 的 
长 度 平方 


a /fi 


则 对 或 是 全 六 地 了 流 乡 ， 或 是 S84 中 的 Veronese 曲面 。 | 
[参考 ; 沈 一 兵 , 中 国 笠 学, 32 A(1988) ,4 一 11;] i 
11. 设 避 6PM(D CCR" 蝴 紧 致 无 边 的 极 小 超 有 曲面 ,六 /的 Ganas 映射 
多 :太一 8 人身 定 义 为 到 的 单位 法 回 量 平 行 移动 到 及” 的 原点 ， 试 证 落 
wy(M) 落 在 Sn"+(HD 的 闲 半 球面 内 , 则 到 是 全 测 的 ， 
[提示 ] 设 4 是 R"+? 的 常 向 量 ，ew41 是 忆 在 3 人 中 的 单位 二 高 由 
计算 A4a，en+17。 


+ SO， 


$4 全 绝对 曲率 与 Gauss 映射 


和 1 Lipschitz Killing 曲率 | 

在 Rs 中 ,上 曲线 的 全 曲率 和 曲面 Gauss 曲率 的 积分 , 分 别 反 映 

了 曲线 和 曲面 的 整体 几何 性 质 ， 它 们 由 曲线 和 曲面 本 身 的 度量 所 

决定 , 因而 是 一 种 内 蕴 的 弯曲 测度 . 本 节 介绍 这 些 概 念 在 高 维 欧 

氏 空间 的 子 流 形 上 的 推广 (参考 [9). 

设 BR"*? 是 给 定 一 个 定向 的 w+p 维 哆 氏 空 间 . Rm 的 一 个 

标 架 是 指 一 后 ZE R"+? 和 在 sz 的 wn-+p 个 互相 正 交 的 单位 向 量 

eu …; entg 使 它们 的 定向 与 给 定 的 定向 一 致 我们 用 (ver, …; 

ess) 表示 这 样 的 一 个 标 架 , 并 记 广 (m; p) 为 这 种 标 架 的 全 杯 ， 它们 
构成 一 个 襄 @o 十 加 n+p 二 了) 维 微分 流 形 . 于 是 ， 

《eu eg》 = Bim, i 

这 里 4， > 表示 欧 氏 内 积 ， 在 Fo p) 中 引入 1- 形 式 信 和 的 它 

们 下 下列 序 程 确定 

do es, . 5 be 


机 i 0 加 4D 
对 这 些 式 子 外 微分 便 得 Rt? es 各 
6 一 一 宫 关 和 0 : 

人 / G6. 4. 3 


ab4=- - 忆 0 和 08. 


现 设 x; 人 "> RR" 是 % 维 光 滑 流 形 M 到 Rs 的 等 中 漫 入 ， 
wm(P) 便 是 点 PEM 的 位 置 向 量 . 浸入 zz 话 导出 玖 上 的 如 下 向 量 
从 (其 定义 类 似 于 用 的 切 从 或 法 从 ， 只 是 作为 每 点 纤维 的 向 量 空 
闻 不 一 样 ). : 

〈( 守 ) 单位 切 从 BE,. 它 的 失守 s 间 是 M"x Bt 的 子 集 ， 由 一 
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切 这 样 的 成 (P, 2») 组成， 二 PE 是 在 2 的 单位 切 问 量 ， 
2 voE LT ap) (M), |v| = 
(二 ) 单位 A 它 的 点 为 (P, )， 其 中 PEM, we 
Tsp (M), |»|=1. z 
(ii 标 架 从 避 . 它 是 履 "xF(n, p) 的 子 集 , 由 一 切 这 样 的 标 
架 ( 了 PP; zw(P)el,…， errs) 好 "X 上 (mp) 组成， 使 得 ei，…， en 是 
在 w(P) 的 单位 切 向 量 ， ews，…,， crs 是 在 2( 了 P) 的 单位 法 向 量 
这 个 向 量 从 的 投影 记 为 峭 : 召 -> M， 定 义 映 射 风 : 尼 -至 和 
几 : 至 -> 加 分 别 为 
bs(P; wm(P)e1, ***, enrs) = (P, en)) 
BPs oP)en ,ets) = (PP， Do 
考虑 映射 站 
B's MxF (nm, ps Fn »), 
其 中 名 是 包含 映射 , wr 是 自然 投影 . i 
署 OO 一 (ro0 0， Op 一 (ro0 和 
由 于 (mo2)* 与 4 及 人 的 可 交换 性 , 从 X5.4.1) 和 (5.4.2) 得 
dw (P) -5 00, do BD when, i 
0 和 十 c03 一 0 
do =——D BN, doé— — ih 入 ac: 四 05. 4.5) 
由 至 的 定义 ,在 浸入 子 流 形 m(M) 上 , ws 一 0， 因而 得 
0 一 之 po 及 一 如、 G6. 4. 6) 
我 们 的 基本 想法 是 考虑 从 空间 妈 在 至 上 构造 微分 形式 ， 使 
它 是 流 形 如 和 从 已 。 上 微分 形式 分 别 在 由 和 加 下 的 逆 像 
MM* 芍 体 积 元 dvx 是 
OP ACA (B .4.7) 


(BB.4.3) 


(5.4.4) 


。 23。 


单位 法 从 至: 的 体积 元 是 dvx 信 do, 1 其 中 dos 1 是 (p 一 了 次 形 
式 , 它 在 及 ,的 每 个 纤维 (是 p 一 1 维 单位 球面 ) 上 的 限制 就 是 在 该 
点 PEM 的 单位 法 向 量 球面 的 体积 元 . 因为 = 


nt p > Or pCA 


的 法 向 部 分 是 
ee 人 ,On+ p68 
i 
因此 | oy sn A .和 ad _ | 
dvr Go Dp J J Nontel. 


(5.4.8) 
上 让 上 问 一 方面 ， 利用 欧 民 平行 性 可 把 点 PE 了 的 单位 法 加 量 > 
平移 到 BR"+? 的 原点 ， 它 的 像 位 于 BR"+? 的 单位 标准 超 球 而 S37™ 
上 . 这 样 ,就 户 导 了 一 个 映射 »: E,—> Sr 它 定义 为 
RMP ppp 
这 是 经 典 的 Gauss 的 直接 六 我 们 称 它 为 ‘Glauss 球面 映射 
在 &"t? 中 ， ee 1 
NM nis Oe > QB eB 1 “i, 
故 S883? 的 体积 区 9 可 宠 为 
0 方 一 Orp 人 和 人 2。 
把 它 拉 回 到 下 上 ,我 们 有 
2” (G3) 一 Ontg 人 和 Nant. 
利用 (5.4. 的 ， 上 起 写 为 
多 “(03) ~ 人 Drdot Ci oA “Aor ANBA heng 
(6.4.9) 
比较 (5.4;8) 和 (5:4.9), 便 得 站 
py* (G5) =G(P, loxNda 
其 中 . 


GQ(P, ») (dot) (1)ndot(Ntr) (entre 65.0) 
定义 5.4.1 由 (5.4.10) 定 义 的 GCP, 2z) 称 为 浸入 子 流 形 俯 
在 >( 卫 ) ==esty( 了 ) 的 Lipsohitz-Killing 曲率 . 它 的 积分 


K*(P)AEE 二 - 二 al OP, 2 [do 
. 四 8 十 作 一 工 


称 为 必 在 了 点 的 全 绝对 曲率 ， 其 中 85- 是 在 点 卫 的 单位 法 向 量 
球面 , ots1 表示 到 "+ 中 单位 超 球 面 831?-1 的 体积 ， 若 积分 
MD | FP 


收 售 ， 则 称 它 为 浸入 手 流 形 2;: 有 一 RR"? 的 合 移 对 曲率 .. 
例 设 : 是 一 -> R: 是 通常 的 浸入 曲面 ， Bh m= 2, pl 于 
是 ， dim F(2, 1)= 一 6, dim E,=2, dim B,—3, dim 用 一 3. 
dv(P) ~ C+ co 人 


M? 的 第 一 结构 方程 为 
dol 二 col 入 oa? 一 0， Go? 一 oz 入 co = 
由 des 一 atelt 十 oses 得 到 - 本 
《一 des， dz(P)> 一 Caolt 二 cao 
do +2h28 0 二 ak 
此 时 M? 的 第 一 基本 形式 (oo 十 Co . 因此 ， 型 的 Gausg 曲 
率 为 
EK = fafa — (hi2) 2 dot (hu) <i je 
.M? 的 第 二 结构 方程 为 | 
一 一 8 人 co， 一 一 直入 oo 
dw3 = 一 0 人 oa. 人 i 
最 后 两 个 方程 正 是 让? 的 Opdazzi 六 程 人 
dws = KoA, - 和 


它 是 Ma 的 Gauss 方程 ， 以 ? 的 体积 元 是 ww 人 ww*， Gauss 映射 
se S20 + 


i | 
0 和 = 肝 可 “i'l, 
四 下 *“ " 


»:M3- > 83， 它 的 体积 元 是 
wliNAw = Ko! HN ow?. 
由 此 可 见 ， 浸 入 子 流 形 的 Lipschitz-Killing 上 率 是 普通 欧 
氏 空 间 必 ' 中 曲面 的 Gauss 曲率 的 推广 . 

一 般 地 说 ， 子 流 形 的 Lipsohitz Killing 由 尝 oP, ”2 本 
*(P) 有 关 . 若 z 
2 一 > : 

则 crP py) = 1"dét (5 1%) (< je. 

当 "是 Rri+ 的 趣 曲 面 时 ， 取 定单 位 法 向 量 yo Ent1 则 ， 

G4(P)= GP, yo) = 人 D "dot(hw) = (一 -1) "Ma 
车 4.11) 
其 中 入 是 痢 的 wm 个 主 曲率 . 这 时 CS(P) 称 为 超 是 商 旭 在 把 了 的 
Gauss-Kronecker 曲率 ， 因 为 妈 在 点 乙 的 单 位 基 问 量 只 能 是 
2 一 土 2zo， 因 此 . 
G (P, vy) =G(P, tv0) = (+1)"G(P, vo) 
= ( 土 1)"*4:(P). 7 

特 出 涩 ， % 为 偶数 时 ， Gauss-Kroneoker 则 举 汪 单位 法 站 量 的 选 择 
光 关 ， 1 

现在 可 给 出 Lipsohitz-Killing 曲率 的 一 种 几何 解释 . 

定理 6.&.I 对 于 浸入 子 流 形 e:Mo -> Bin 设 PEM"， 
L(v) 是 由 切 空间 了 ep (MM) 与 在 <(P) 的 单位 法 向 量 几 梅 成 的 
n 十 1 维 线性 子 空间 ， 那 末 ; 下 的 G(P, 少 等 于 w(t) 在 工 (v) 中 

的 正 交 投影 的 Gauss-Kroneoker 曲率 

证 好 ”在 点 卫 的 一 个 邻 域 颈 : 取 如 中 及 的 般 洱 标 保 场 他 4 
使 得 v(P) ==enrp(P). 记 ex(P)= 二 (ex)o,'w(P)==wo，、 若 w'(Q) 表 
示 2(Q), QE 及 ,在 上 (wv) 中 的 投影 , 则 w (9) 满足 下列 方 程 
9 026 ， 


2/() -2(9) -和 ECA 0; 
2%'(Q) —vo=0 mod((e1)o, .…, (6n)o0, (en+p)0)., 
由 此 得 
és= &%'(Q) —%(Q), (2) =vo—w(Q), (60)o> (B+*nt+p). 
国定 上 总 卫 , 让 Q@ 在 了 的 邻 域 里 变动 , 则 
dv = dot ,之 ,sabes)o™— do— 人 《dw, (OC) 


Pd 习 Co, De. | 


从 而 四 
《CE dQ 2 一 (entp) o, d 2， 人 4.12) 


广 意 到 | AC ad” 0》 rr -<d CS ‘do 一 名 hot 
则 等 式 (5.4.19) 就 完成 了 定理 的 证 明 . 是 


4&.2 全 绝对 曲率 


由 上 所 述 ， 直 接 计 算 一 个 子 流 形 的 全 绝对 曲率 r(CM，z) 似乎 

是 相当 困难 的 .但 若 伍 细 分 析 定 义 5.4.1， 则 可 以 应 用 Morse 理 

论 来 间接 估计 7(MK, wm)， 事 实 上 ,对 于 等 眶 混入 2: MM"->R"1 我 

们 有 Gauss 球面 映射 2: 再, 一 8 它 把 点 2(P) 处 的 单位 法 向 

量 >(P) 平 行 移动 到 R"*? 的 原点 , 即 对 于 (P, vw(P)EB, 
: $CP, y(P)) =vE Bt, . 


根据 定义 5.4.1， 
z(M, =| KeCP)aos 
-a GP, ) dow Ado 


(5.4.13) 
上 和 式 右边 的 最 后 一 个 积分 正 是 及 在 Gauss 球面 映射 > 下 的 象 的 
体 黄 ， 因 此 ，(5.4.13) 表明 ，zr(M，z) 是 单位 超 球 面 88+9 -1 被 


* 27 。 


Gauss 球面 映射 > 履 盖 的 次 数 的 求 父 值 . 
对 于 一 个 固定 向 量 vo€ 847 ， 考 虑 函数 
fCP)=&v0, OP)D， PEM". / 

它 是 寻 上 的 实 值 函 数 ， 在 了 的 临界 点 PE 佬 , df (P) ==0， 即 

V0, ow(P)2=—0. 
这 天明 以 在 w( 了 ) 的 法 向 量 正好 平行 于 vo. 因此 , 计算 S31'? 被 
Glauss 球面 映射 覆盖 的 次 数 ， 就 化 为 讨论 4 上 共 个 实 函数 的 临 四 
点 个 数 ， 为 此 ， 我 们 引述 Moree 理论 的 若干 内 容 ， 详 细 可 参考 
10]. 

设 让 Mr->BR 是 维 流 形 履 上 的 实 本 数 .着 在 点 PEM. 隆 的 
微分 (/)z:Zz(20)-> Txm (可 ) 等 于 零 , 则 称 卫 是 了 的 临界 点 ,对 
应 的 函数 值 (P) 称 为 临界 值 . 在 局 部 从 弥 系 (2) 下 ， 临界 点 的 条 
件 就 是 


1 _ . 
+ ， 1 - "i “ T 才 
+ 于 一 上 ” 


则 称 卫 症 的 非 晓 化 临界 点 . 这 时 ， 上 述 n , 阶 对 称 趣 阵 的 负 特 征 
值 的 个 数 入 称 为 非 晓 化 临界 点 卫 的 指数 ， 

现 设 Mf 是 紧 致 光滑 流 形 ， 太 :4 -> 及 是 光滑 证 数 ， 它 的 临界 短 

都 是 非 赔 化 的 (因而 是 孤立 的 ), “用 6 用 示 指数 为 入 的 临界 点 个 

数 ，D、 表示 的 第 次 Botti 数 ( 见 第 三 章 ,§ 沪 . Morse 不 等 式 是 

的 Boo; : 
b1— bo 01— 00, 
oo 


乞 且 对 的 示 性 数 xX 及) 为 


Xx(M)= | (一 D2 一 > (—1)*6. | (Bb.4.14) 
由 上 述 不 等 式 就 导出 所 谓 弱 Morso 不 等 式 ， 
ba, z 入 二 0， 1, nb, (5.4.15) 


此 外 ,我 还 需要 下 列 Reeb 定理 ( 见 [10]， § 4). 

定理 5.4.2(G. Reeb) 车 紧 致 流 形 M1" 上 光滑 函数 :和 ~> 
RR 恰好 有 二 个 非 说 化 临界 点 , 则 M" 同上 胚 于 球面 5*。， 

现在 回 到 全 绝对 曲率 的 表达 式 (5.4.13) .我们 有 

定理 5.4.3 设 z:M" 一 > RR"tr 是 n 维 紧 致 光滑 流 形 人 " 到 
R"t? 的 等 距 漫 入 , 则 


vy(M, 2)> Do M) > CM). G 4: 19) 


证 明 i piE Ses, 过 记 M" 上 实 函数 
7(P)= Coo, "CP)>, VPEM". 
量 平行 于 po. 了 是 在 z(P); 有 
上 to too, 
BfP) -Lo PAP oo 
Too dz 
Eo. | .6.4. 17) 


"i. 


汉 去 明 ， ww 目 仅 册 Lipsohitz-Killing 曲率 好 (Pope0 时 , 卫 是 
Ff 的 赔 化 临界 点 ， 这 也 是 Ghuss 球面 喘 射 上 在 CP; v6) 的 jacobi 
为 非 奇 异 的 充 要 条 件 .* 但 根据 Sard 定理 ， 这 些 点 在 831+"! 中 的 
像 的 测度 为 零 . 因此 ,在 计算 全 绝对 曲率 (4 四 时 ,可 以 怨 巾 这 
些 点 .换言之 ,我 们 只 要 考虑 使 函数 f=《v, ， 22 具有 非 晓 化 临界 点 
的 那些 v€ 88+， 于 是 ,根据 (5,4.15) 便 得 (5.4.16). 和 
+ S89 。 


由 于 以 的 紧 至 性， 对 于 任何 固定 的 voES61? 函数 f= 
jy 2》 至 少 有 二 个 非 赔 化 的 临界 点 ( 极 大 号 极 小 感 )， 除非 了 是 策 
.但 在 后 者 情况 下 ， AM?* 的 一 切 点 都 是 暗 化 临界 点 . 因此 ， 碗 有 
推论 在 定理 5.4.3 的 条 件 下 ， 
TM, 全 >2. 人 
结合 Reeb 定理 ,我 们 还 有 ” 和 
”定理 5.4. (Ohern-Lashof) 设 :1 一 Rr"+? 是 紧 致 定 
向 流 形 了 a Re ”的 等 距 温 入 ， ek <3, 则 M" 辣 钙 二 
S". 

证 明 ” 由 于 xz( 放 , w) 二 3,， 故 在 S231! 上 存在 一 个 正 调度 入 
合 ES8+?-1, 使 得 当 zoE.9 时 ,Lvo, ao(P)> 恰好 有 二 个 临界 点 ; 
否则 将 导致 z(M,.w) 宕 3 的 巴 盾 ， 男 一 方面 ,: 根据 Bard 定理， 
Gauss 球面 映射 »: 电 > 的 临 界 氮 的 像 集 在 .5 于: 上 具有 
零 测度 ， 因 此 ,一 定 存在 vo€ 831”! ,使 得 函数 do zs(P)> 在 
M" 上 惟有 一 个 临 午 太 ， 并 且 vo 不 是 Gauss 球面 上 映 射 多 2- 的 临界 点 
的 像 ， 这 意味 着 在 了 的 临界 点 也 ， GCP， po) 类 0。 换言之 ,: -Cvoy 
drw(PP)》 是 一 个 具有 非 零 系 数 行列 式 的 二 次 型 比较 (5.4.17) 式 )， 
因此 ， 函 数 《vo, o(P)> 在 M" 上 恰 有 二 个 非 赔 化 的 临界 点 。 应 用 
Reeb 定理 5.4.2, 便 得 我 们 的 结论 . | 

对 于 zs(M, 四 一 2 的 浸入 子 流 形 , 我 们 还 有 

定 撮 有 5. 级 . 5 (Ohern—Lashof) 设 w:AMH"->R"? 是 紧 致 定向 流 
形 -于 "到 尼 "t2 的 等 距 温 入 , 风 (型 ，o) 一 2 的 充 要 条 件 是 2 为 拟 
入 且 zk 人) 是 丽 " 扫 的 线性 也 空间 ?+1 中 的 凸 超 曲 面 : ' 

这 个 定理 的 完全 证 明 可 参考 [5j]，: 当 n=2, p= 一 1 时, 曲 可 简单 
证 骨 如 下 ,， | 
“ 设 及 是 Rs 的 定向 闭 曲面 用 KK 表示 大 的 Gauss 上 曲率 ,xX 
表示 六 的 示 和 性 数 , 则 有 Gauss-Bonnet 公式 
+ 380 ， 


z= 二 | Kag- 吉 | _ Kadg+a- | ,Kas 
Sop OW J MCK>O) 2 JaE<o 


勇 一 方面 ,由 全 绝对 曲率 的 定义 
vw(M)= | IKIZS 


| Kas- 均 -| KaS 
Dr J MK>O) DT MCKE<O) 


因此 ， GD- 二 | ,Kdg—x. 


根据 Hadamard 定理 ,对 于 >0, Qauss 喘 射 4 M->S? 是 满 
射 , 故 有 


| Mg) KdS> | 83 中 一生- 


My : TM) ~>4— 一 和 

TM)= 2 时 ,YX 一 2 放 同 胚 于 8 

注 定理 5.4.3 一 5.4.5 是 BR 中 赚 曲线 全 曲率 的 Fenchel 定 
理 在 高 维 的 推广 ， 当 浸入 3:ag" -> R*t? 具有 极 小 全 绝对 曲率 , 且 
w(M) 不 能 落 在 R"+? 的 任何 线性 子 空间 中 时 ， 则 称 2 为 网 紧 浸入 
(Tight immersion)。 这 是 数学 中 “ 凸 性 ”概念 的 自然 推广 


4.3 Gauss 映射 


前 面 提 到 的 Gauss 球面 映射 是 从 单位 法 从 妨 , 到 单位 超 球 
面 Si 的 了 映射， 经典 Gauss 映射 的 男 一 种 推广 是 从 子 流 形 以 
到 Grassmann 流 形 的 映射 , 其 基本 想法 如 下 。 

设 z:M "一 本 是 等 距 浸入 ， 在 局 部 讨论 时 ， 可 不 区 分 XA 
与 w(M)， 对 于 每 点 PE M", 利用 BR" 的 自然 平行 性 , 把 切 空间 
Fp(MM) 作 为 一 个 % 维 平面 "平行 移动 到 ke"+s 的 原点 0( 踊 使 P 
与 0 重合 ), 从 而 成 为 Grassmann 流 形 Gg 二 Gn n 十 p) 的 一 个 


e S01 


元 素 ， 这 样 ， 当 卫 在 放 *" 上 变动 时 ， 就 建立 了 Mn" 一 Gy 的 一 个 
映射 , 我 们 称 之 为 用 到 Grassmann 流 形 的 Gauss 映射 ， 并 用 Z: 
Mn" -> Gy 表示 之 它 的 几何 意义 如 下 .” 

用 Fo(n 二 +p) 表示 在 BR"? 原点 0 的 所 有 么 正 标 架 ， 它 具有 与 
R"+? 的 给 定 定向 相同 的 定向 。， 于 是 , Pom 十 p) 与 规范 正 交 君 
SO(n 十 分 自然 恒 同 ， 对 于 过 9 的 一 个 % 维 定向 平面 w。 群 
SOln-+p) 在 ws 上 的 迷 向 子 群 是 SOC xSOC(p)， 因 此 ， 
Grassmann 流 形 Gs 可 与 商 群 SO (np)/SO(n) xSOCD) 恒 回 . 
玫 流 形 MU" 的 标 架 从 是 召 ( 见 上 面 $4.1), 中 :至 一 M" 是 从 投影 . 
定义 包含 肌 射 :如 一 orm+p), 它 把 加 中 标 架 平行 移动 到 
有 Ri 的 原点 0， 那 末 , 我 们 有 下 列 可 交换 图 

和 os 
? | 下 | “ G6.4.19) 


Li 四 La 
2 
: 4 
站 


Ge 80n +t) /50CDxSOtP) EE 


其 中 投影 9: Fmt p> 10 定义 如 下 ， 设 (et ， 机 的 
Entyp) E Fn+p), 则 9 (61 Copy Cni+1ly "*") Cn) 是 由 81, '"", Cn 
张 成 的 n 维 定向 平面 ms 和 


Ee En by En ESO(n+n), 令 - 四 
0 一 
则 2 满足 结构 方程 (5 4. 汶 .在 所 ,上 引入 二 次 微分 型 四 
和 G3 D0 多 (5.4.20) 


它 在 SO(%+ 力 的 作用 下 不 变 ， 因此 定义 了 G， ,上 的 一 个 规范 覆 
曙 度 量 ， 现 在 通过 Gauss 映射 儿 :M"' 一 > nm 把 (6.4.20) 拉 同 到 
e GUY 。 


M" 上 ,注意 到 内 在 WM 上 的 限制 是 o 多 根据 (5.4.6), 就 有 
IIT= YZ*(d 3 ) = 2: = Bhion, (5.4.21) 
它 称 为 混入 子 流 形 8: M"— > Rs 的 第 三 基本 形式 / 
“和 置 : 
: TT = 号 Neo 》 (5. 4 ‘22) 


它 是 了 "关于 平均 前 率 向 量 卫 的 第 二 基本 形式 . ar 的 第 一 基本 
形式 是 


I= B00)°. i 
当 了 I& 与 工 成 比例 时 ， 寻 " 称 为 伪 脐 点 子 流 形 , 极 小 子 流 形 是 特殊 
的 伪 脏 所 子 流 形 (比例 因子 为 零 ). 
令 


Tn 一 > Rv, : (5.4.23) 


它 称 为 Mr 的 Riooi 形式 很 据 (5. 1.38)， 我 们 有 
Pin— 合 heshin— hss hetr. 


因此 ,由 (5. 4.21), (5.4.22) 和 (5.4. 23)， 即 得 
定理 5 4.6(M. Obata) 对 于 等 距 浸入 2: 0 有 
TIaHII-0 . 6.4. 电 
n=2, p=1 时 ，BRn= Gy 其 中 玉 是 M? 的 Gaugs 曲率 ， 
故 这 时 (5.4.24) 就 化 为 经 典 微 分 几何 学 中 的 熟知 公式 .、 
推论 对 于 4: M"—> Er" 下 列 三 条 中 任何 两 条 都 意味 着 另 
外 一 条 : 
(1i) Gauss 上 映 射 多: 及" -> Gs 是 共 形 的 ， 
(ii M* 是 也 instein 流 形 ; 
(iii) MM" 是 伪 脐 点 子 流 形 ， 
。333. 


4&.4 ”Ganss 映射 的 调和 性 


在 结束 本 节 之 前 , 我 们 讨论 上 述 Gauss 映射 9 的 调 和 性 为 
此 , 先 简介 调和 喷射 的 概念 ,详细 可 参考 [站 
设 和 和 轧 分 别 是 % 维 和 m 维 的 光滑 黎 曼 流 形 ， 在 各 自 的 局 
部 么 正 标 架 场 下 ， 它们 的 度量 形式 分 别 为 
eb jm 
de (0) dss 0 (Ie Ah < 加 
设 j:Mf -> N 是 光滑 映射 ,在 疡 下 有 : 
: f° fro @=1., 10, i : (B.4.25) 
于 是 , *d 品 是 M 上 半 正 定 的 二 次 稚 分 型 , 它 关 于 ii 和 的 迹 之 半 
e(f) = 于 让 (六 ds ) - 喜 忆 (JD / 


称 为 映射 了 的 能 量 密度 ， 设 多 C 有 是 紧 致 区 域 ,其 边界 为 89, 积 
分 


Bo(f) -| eCf) oy (5.4.26) 


称 为 了 在 多 上 的 能 量 .车 对 于 所 有 保持 边界 92 的 映射 人 一 太 ， 
如 a(f) 达到 其 临界 值 , 则 称 了 是 多 上 的 调和 映射 。 若 在 下 的 任 
何 紧 致 区 域 上 调和 , 则 称 是 必 到 W 的 调和 映射 . 

通过 对 能 量 的 一 阶 变 分 计算 (参考 [7] ) 可 知 ， 了 为 调和 贞 身 的 
充 要 条 件 是 它 的 张力 场 恒 消 失 , 即 


a det) 3 Sf4- 0 (a=1, 。 > (B.4.27) 
其 中 记 是 (5.4.25) 中 ?的 广义 共 变 导数 ,其 定义 如 下 ， 
fo Wt OD (6.4.28) 


» v04» 


这 里 ol 和 好 分 别 是 作 和 丸 上 的 黎明 联络 . 

现在 我 们 可 以 叙述 下 列 定理 . 

定理 5.4.7(Ruh-Vilms) 设 ww: 及 "~> R"t? 是 等 耻 淄 入 , 它 
的 Gauss 映射 乡 :好 "一 Gy 为 调和 的 充 要 条 件 是 更 " 具有 平行 
平均 曲率 向 量 ， 

证 明 ” 据 (5.4.28), 我 们 首先 要 求 出 4 ? 上 度 量 (D， 4. 20) 所 
确定 的 黎 曼 联络 0 它 由 下 列 结构 方程 唯一 确 四 (以 下 仍 约定 
1<i, j, "<n ntl<o, B,: nt : 

- 二 一 一 回绝 0 多 十 9 一 0. "(6.4.29) 

另 一 方面 ,利用 (5.4.2) 的 第 二 式 , 有 | 

a07— — SO0N0{— TON — D810— 6%0{) N04. 
它 与 (6.4.29) 相 比较 ,由 于 9 级 的 唯一 性 , 便 得 

OK=6103—6801. (6.4.30) 
现在 计算 Gauss 映射 多 的 张力 场 . 若 令 
GY* 0 一 = hy 
则 由 (5.4 6) 和 (5 4.31) 可 见 
00 = hg. / : (6. 4.31) 


根据 (6. 4.27) 和 (5.4.28)， 乡 的 张力 场 的 分 量 为 


2 a y, z | (6 4. 32) 
其 中 a6x 定义 为 人 
之 OO 一 Q00 一 之 CUO 4 十 名 yy (B.4.33) 


把 (86. 4.30) 和 (5.4.81) 代 入 (5.4.33), 注意 到 交换 图 (5.4.19), 有 
z i = dh - 避 加 ot 加 8 (Or9* 08— 04 8G 0) 


= .hs 一 之 he cs 本 之 COs ! 十 全 Ry: . 
= 之 ptr ? 


es $98. 


Qs = hiyr. (565.4.34) 


将 (5.4.34) 代 入 (5.4.32),. 利 用 Qodazzi 方程 Ki By 得 
Wm i 


因此 WO 的 充 要 条 件 是 多 多 4 一 0， 即 政 " 县 有 平行 平均 曲 素 


向 量 ( 见 本 章 8 习题 12). 四 

注 . 定理 5.4.7 最 时 是 由 BE. A. Ruh 和 了. Vilms 发 现 的 
( 见 ‘Trans. AMS, 149(1970), 569—573), 这 里 的 证 明 采用 8S. S. 
Ohern 和 8. I Goldberg( 见 Amer. i Maih.， 97(1975), 183— 
区) 所 给 出 的 方法 


习题 人 
” 主 “ 设 M1->B? 是 通常 欧 氏 空间 的 闭 曲 线 ( 即 ==1， 2 一 3)， 了 是 
~ dim FO, 2)=6. . . 
试 写 出 Mi 的 结构 方程 和 全 绝对 曲率 . 
2. 设 了 L?->B 是 通常 吹 氏 空间 的 曲面 ， 利 用 Gauss 方程 oo 人 
wo?, 证 明 总 曲率 五 与 曲面 上 么 正 基 (Cei, es) 的 选择 无 关 ,。 
1 83.' 设 S3C Rt 是 3 维 单 位 欧 氏 球面 , 人 MM?->53 是 等 距 漫 入 曲 曾 , 且 ML? 是 
紧 致 定向 的 ， 利 用 欧 晴 平行 性 ; 斌 讨论 83: 中 聊 ?的 全 绝对 其 率 . 
. 4. 设 f:M -> 尽 是 维 流 形 允 的 :0? 实 函 数 ,PE 了 是 了 的 一 个 非 暗 
化 临界 点 ， 试 证 ， 存 在 了 的 一 个 坐标 邻 域 (DU，y)， 使 得 YP) = -0, ， 且 在 
整个 0 上 了 可 表示 条， 
i ff OP pT + 
其 出 是 7 了 在 卫 的 指数 。 (Morse- 引 理 ,参考 C10], 和 6.) ,.. ，. 
5. 设 人 ">R"'? (n>3) 是 平均 曲率 为 常数 的 伪 脐 点 子 流 形 ， 证 明 
Glauss 映射 9:M* -> Gg 为 相似 易 射 的 充 变 条 件 是 M” 为 Einstein 流 形 . 
6. 设 M" 是 Ri 的 紧 致 定向 闭 子 流 形 ; 并 且 它 的 平均 曲率 向 量 在 法 从 
中 平行 证明: 若 对 "的 截面 则 率 恒 正 , 则 M* 是 伪 脐 点 子 流 形 . 
7. 设 2%:M"”>S8"t?C BR"t?+1 是 等 距 浸 入 ， 对 于 每 点 PEM?"， 由 切 空 间 


» SE0 。 


TpCM") 和 位 置 向 量 zCP) 决定 了 一 个 ww 十 1) 维 定 辣 超 平面 ， 把 它 平 移 到 
R"*?t1 的 原点 ， 从 而 成 为 Gasip 的 一 个 元 素 。 用 这 种 方式 ， 可 以 定义 广 
义 Gtauss 肤 射 . GF: MG pi 斌 证 : 广义 Canae 肌 射 “为 调和 的 充 要 条 件 
是 gs:Mn_>Snt? 为 极 小 浸入 

上 [上 [参考] T. Ishihara, J. London Math,. Boc., 26 (1982) , 104—112; 
或 陈 成 平 , “数学 年 刊 ”，4 A (1983), 449 一 456。 : 

8. 设 开 "+? 是 常 曲 率 一 1 的 单 连通 双 曲 空间 形式 ， 它 二 从 等 外 流入 
nn 十 Dp 十 1 维 Minkowski 空间 Lr"+?+1 又 设 W: 太 "> 了 HHH"t?C Lr+?+1 是 舌 距 浸 
入 . 试 仿照 习题 7?, 讨论 它 的 广义 Gauss 上 觅 射 及 其 沽 和 性 ， 

[人 参考] MM. Opbata, J. Diff. Qeom., 2(1968) ， ‘217-— 228; 及 沈 一 兵 
“ 杭 大 学 报 ”，141(1984), No. 3, 1 一 315.. 


® SY ，» 


附录 1 常 微 分 方程 组 存在 走 理 


定理 设 卫 :U(R" 中 开 集 )-> 尼 "为 为 Or(r 之 了 ) 陕 射 ， 则 对 每 
一 个 wo EU,， 
1 人 下 一 和 过 前山 > 林 满 尼 广 程 


-0 人 的 = 工 (O(b)， ET IT-(-w 由， 


并 有 你 条 这 绊 曾 条 前线 在 其 党 中 起 的 交 抹 二 臣 禄 二 的 ，. 

2” 存 在 wo 的 一 个 邻 域 UoCU, 一 个 实数 a>>0 和 一 个 O0' 映 
射 也 :UoxI->R", 其 中 工 - (一 mw 四 ,使 得 由 Os( 旨 一 也 (uw， 人 定 
义 的 过 w(E RR") 的 曲线 0。:I-> RR" 满足 微分 方程 


@ 
全 0 人 = 对 (0,(D)), tEI 


我 们 分 几 个 引 理 来 证 明 这 个 定理 , 以 Bs (zo) 表示 有 "中 以 wo 为 
中 心 .5 为 半 和 名 的 开 球 , Bb(zo) CU. 对 w€ Bo(wo), 导 (z) 一 (f+(w)， 
… P"(o))。 由 于 互 为 Or 喘 射 , 即 产 为 B,(《wo) 上 0O" 函数 , 故 产 
及 其 导数 在 B,《wo) 上 是 有 界 的 , 从 而 可 选取 数 型 , 使 得 

(wv) i<M, 
| 有 (wv) — Xv) < MI — vol 
引 理 1 设 耶 :UV -> RR" 为 Lipsehitz 映射 , 即 
1 和 ca) 一 下 《Za) 上 入 玫 ca 一 zz 21，02CU， 
其 中 环 为 常数 ， 且 设 | 筷 (c)1<M，zE 束 (co)， 则 存在 一 个 wa>0 
和 唯一 的 0! 曲线 O: [加 一 如 十 o] 一 Bs(w0) 使 得 


[= O(D =X(0()), 
CO (to) = wo. 


v1， va B,(wo) . 


(1) 
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i 
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证 明 ”由 题 设 可 取 一 个 数 信 使 得 对 wm m2ED, 上 (wi) 一 
广 (vwo)|<N wi 一 22|， 旦 对 于 wzEB,(wo), 和 区 (os 六 不妨 设 


b<1, 令 a 一 刷 , 方 程 组 (1) 等 价 于 积分 方程 
(2) O(t) =wo | (Os)) ds 
O18) = wo | XO,(s))ds, iE [to—a, tao]. 


因为 ”1040) 一 wol < | COC lds< Noa=b, 
+ [加 一 oo 如 十 wo]， 

故 wai( 轨 CDBi(co). 

现 设 O,_1(#) CB, (wo), te [加 一 0 加 十 oj， 


则 10. 人 -ool <{ FCO.) lds<b iE [ho—o + 
故 所 有 的 明 线 
O,: [to—@&, t+oa]—> Bo (vo). 
此 外 ,由 上 述 条 件 及 引 理 的 条 件 
lo 一 0 人 GD 


OO 

<N"It—to|" | Oi(s) — Oo(s) las 

<N"tie— Nb"~>0 (nr 一 co). 
因为 孔 (co) 为 紧 致 集 ， 故 Ou 信 一 致 收敛 于 连续 曲线 0(#), 它 清 
足 方程 (2)， 故 O( 纹 为 0+ 曲线 且 满 足 方程 组 (1)， 特 别 , 车 下 为 
Or 上 映射, 则 易 见 0( 引 为 0"+ 曲线 ， 最 后 , 设 G 全 是 满足 方程 (T) 
另 一 条 曲线 , 则 


。 3 了 30 。 


OD OI<Nia" ->0 
从 而 在 O 和 0 的 公共 定义 域 上 OG@) 一 CGO. 量 - 
引 理 (Gronwall 不 等 式 ) 设 f.9:[a, 0 一 下 者 为 连续 且 
非 负 函 数 , 匣 


f0)<4+| f(s)g(s)ds， 4 为 非 负 常数 ， 3E [a, 5)， 


则 /<Aorp | yas. 
证 明 先 设 4>0. 令 
pW =A+| fg), s€ fo, 5), 
则 有 (2)>>0, 4( 妨 宇 f (2) 县 NO <h( 旨 9g( 纺 ，、 因 此 


Wy 
gt). 


积分 之 则 得 。 f(D<h(D<Aoxrp | Gas 

车 4~0， 则 可 用 任何 s>0 来 代 蔡 上述 4， 从 而 

f(D) <s exp | gCs)ds, 

于 是 也 有 J/( 作 <0. 和 

引 理 3 ” 设 不 如 引 理 上 中 记述 , 以 也,(ao) 表 示 方程 

OD-=XOD), O(0) = 
的 解 ， 则 存在 m 的 一 个 邻 域 世 和 一 个 正 数 s>0, 使 得 对 于 任何 
yEV， 存 在 唯一 的 一 条 曲线 0() 一 了 :Cy)， 它 满足 方程 
OX(O), [一 s s] 和 O00) =y. 

此 外 有 

@) Fo) — P(e <omtle esl. 

证 明 引 理 的 前 一 部 分 得 自 引 理工 的 证 明 过 程 , 璧 如 可 取 
e 840 。 


b 


P= Bl%), saN: 


为 证 后 半 部 分 令 
f C0) = 1F:(01) — Fav). 
因为 Fi(wy) 是 方程 
OX(O)), O00) =m 
的 解 , 故 由 引 理 1 的 证 明 过 程 有 
7 -| 人 Ee)) -FPCon)) ads+o ol 


<lm 一 oj 十 三 | fs) 


利用 引 理 2 即 得 
j (志和 安 | 一 zle tl, 时 
上 式 表 明 了 了 ,(y) 关于 初始 值 y 是 连续 的 ， 连 同 避 理 工 即 知 了,(9y) 
关于 全 幼 是 连续 的 . 
注 “ 如 果 世 明显 地 依赖 于 上 和 参数 p， 则 同样 的 结论 也 成 立 ， 
即 设 人 的 


于 0 的 = 人 ;Pp), O(to)—o 


的 解 ， 则 2， 人 tp, 2) 是 连续 的 ， 并 且 关于 对 于 如 
po 一 致 地 满足 Lipsohitz 条 件 . 

引 理 4 设 引 理 1 中 的 节 为 0 类, <<h<o0， 且 设 了 F,(w) 
如 引 理 3 中 所 述 , 则 局 部 地 耶 ;(w) 关 于 2 为 0O* 类 ,关于 $$ 为 O*+1 
证 明 令 册 (5 wo) E22《R"， AK") 是 线性 化 方程 


ea pt 2) = DEOEF(LD)) Yt w), 
【yw(0, wz) 一 I( 恒 同 ) 


(4) 
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的 解 ， 其 中 DZ(y):R"-~> RE"* 是 耳 在 点 y 的 微分 .因为 喘 射 
T:Z(R", RR > LR, R"), yr Ty= DT Fm)) 中古 4%) 
关于 上 汕 对 以 ww) 在 每 个 (fo, wo) 的 邻 域 一 致 地 满足 Lipsohitz 条 件 ， 
由 引 理 3 的 证 明 得 知 水 (tw) 关于 (fw) 是 连续 的 (关于 Ze 
R") 上 的 范 数 拓扑 ). 

以 下 来 证 DFi(w) 一 由 十 @)。 为 此 令 

O08, h)= Fs+h) — Pi(w), 

利用 引 理 1 及 (4) 式 有 

(5) 0(#, 内 一 由 (人才 wo) hh 


-| {XP(o+h)) -TF,(o))}ds 
-| {DX (Fo)) Ys, 由] 
= | {XBoth)) APs)) — DTPCe)) 
“ [Fw+th) — Bw)]}ds 
十 | DX(P,0)) [8 s, bls, wo) °Alds. 
因为 素 为 O"(r>1T) 类 , 据 DX 的 定义 , 对 于 任 给 的 s>0 存在 一 
个 58>0， 使 得 | 则 <8 时 ， 第 一 个 积分 的 值 <<| sise 二 用 一 
7,(o)1as<s | enalalas<sl2l4, <3， 式 中 和 4 为 常数 ， 从 而 


由 引 理 3 得 z 
一 由 中 2) :下 呈 se 有 以 ， 用 为 常数 ， 
此 即 表 示 刀 F (2) 一 由 ov 因此 Fi;(w) 关于 二 和 2 的 两 个 
微分 都 存在 且 连 续 , 即 Zr(o) 关 于 所 wo) 是 0 的 。 
ao) 是 CQ 的 . 因为 


6 Fle) 一 


9 LO。 


才 ph Pi(o) ~ DX (Fi)) 下 (Fea))， 


aE 5 DP) = DX (Fw)) * DF,;(%), 


二 过 部 是 0* “类 的 ， 根 据 归 纳 假设 其 解 是 0 一 类 的 ， 因此 
Fes(o) 本 身 也 为 Ox 类 ,是 


. S43 s 


附录 及 Sard 定理 


Sard 定理 设 UCR" 是 开 集 ， F: 区 -> RE" 是 光滑 映射， 令 : 

4=={aEUIDF a 的 秩 二 n0}, 则 C4)CER" 的 Lebesgue 测 度 为 零 ， 

证 明 对 m 用 归纳 法 ， 当 m=0 (BK? 由 独 点 组 成 ) 时 ， 定理 显 
然 为 真 . 

令 4iC4 表示 所 有 使 一 阶 导 数 48(w) 为 零 的 点 ZEU 组 成 
的 集合 . 一 般 地 , 令 4, 表示 使 了 的 所 有 阶 数 <: 的 偏 导数 为 零 的 
那些 点 2ED 的 集合 ， 于 是 得 一 闭 集 递 减 序列 

4 4 下 4 一 … 一 4 一 … 

第 一 步 。 像 集 了 (4 一 41) 的 测度 为 零 . 

不 妨 设 % 宇 2， 因为 当 %=1 时 , 4= 4i1. 记 得 Fubini 定理 说 : 
一 个 可 测 集 CCh"= Rx R"™ 若 与 每 个 总 平面 常数} Xx 尼 " 都 
交 于 mn 一 1 维 零 测度 集 , 则 C 的 测度 必 为 零 , 

对 于 每 个 %€ 4 一 41, 找 一 个 开 邻 域 VCER", 使 得 了 (Vn 有 4) 
有 有 零 测 度 ， 因 为 4 一 41 被 可 数 个 这 种 邻 域 所 覆盖 , 故 了 了 (4 一 4,) 
的 测度 为 零 . 


e 44 过 


由 于 ZE.4:， ， 训 存在 某 个 非 零 偏 叶 数 例如 为 Nr G0: 考 
: hm) BD), WY 2) 
定义 的 映射 : 口 -> R"， 因 为 Dh(z) 满 秩 ， 有 将 3 的 某 个 邻 域 记 
微分 同 胚 地 映 到 一 个 开 集 VV 上， 于 是 ， 复 合 股 射 9g= 了 oh 下 将 
六 喘 到 EE" 中， 注意 9 的 临界 集 4' 正 好 是 h VV 站 4)， 因此 9 的 
临界 值 的 集合 9440) 一 有 Fn 二) 

对 于 每 个 (tw ，…'*， 2")EV'， 注 意 gw， …。， 属于 超 
于 面 女 x ER™ CE, 于 是 9 将 超 平 面 变 到 超 平 面 . 
z gs: (Gx BR" NV > tx Rr" z 


表示 9 的 限制 .注意 tx 慷 "! 的 点 是 Yi 的 临界 点 当 且 仅 当 它 是 
3 的 时 点 因为 9 的 一 阶 偏 导数 的 矩阵 具有 形状 


(8 )- . 的 | 


根据 归纳 假定 ，g, 的 临界 值 集 在 #x :中 的 测度 为 零 ， 因 此 9 
的 临界 值 集 与 每 个 超 平面 ix R"-! 交 于 一 个 零 测度 集 .集合 g 4) 
是 可 测 的 , 因为 它 能 表示 作 紧 致 子 集 的 可 数 并 .因此 , 由 Fubini 
定理 ,集合 g(4') 一 下 (ni 4) 的 测度 为 零 ， 第 一 步 证 毕 . 

第 二 步 ， 当 >1 时 , 像 集 (4, 一 hisz 的 测度 为 零 ， 

对 于 每 个 5E 4 一 Ars 存在 某 个 +1 阶 非 零 仿 导数 


+1 

9 了 7” 0， 寺 是 函数 

Dos OO 

OFf’ 
OV OP 


WD) 一 


在 点 4 为 零 , 但 9 
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he (20 (8), wo DR) 
定义 的 映射 A: 口 > R" 将 x 的 某 个 邻 域 六 微分 同 胚 地 映 到 -一 个 
开 集 VV' 上 .注意 将 4,Nn8 映 到 超 平面 {0} x BR”! 中。 再 考虑 
g= Foh :pV’'-> Re", / z 
令 9:(0xBR"-1) NV'-> Rr" 表示 9 的 限制 ， 由 归纳 法 知 ，9 的 痢 
界 值 集 在 R" 中 有 零 测 度 ,但 (4,f7) 中 的 每 点 肯定 是 9 的 临界 
点 (因为 所 有 阶 数 << 的 偏 导数 均 为 零 )， 因 此 


gh(ANV)= F(ANV) 


的 测度 为 零 ， 由 4, 一 4: 被 可 数 个 这 种 集合 所 覆 间 故 
也 (4; 一 4rz) 的 测度 等 于 零 . 

第 三 步 ， 当 足够 大 时 , 像 集 也 (A4,) 的 测度 为 零 . 

令 I"CDU 为 边 长 等 于 5 的 m 维 方 体 . 若 充分 大 (确切 地 说 ， 
6>m/nm 一 1)， 我 们 可 证 明 如 (4mn In) 有 零 测度 ， 因 为 4, 能 被 可 
数 个 这 种 方 体 所 覆盖 , 故 (4) 的 测度 为 零 ， 

从 Taylor 定理 , 7" 的 紧 致 性 及 4, 的 定义 ， 我 们 下 可 知 : 
oem wi+hEI" 时 ， 

Flwth) = Fw) + Rm, h), 
其 中 / : 
Row NSolalss 四 
这 里 常数 。 仅 依赖 于 到 和 Tn， 现 在 重 分 fm 为 边 长 等 于 8/r 的 
ra 个 立方 体 ， 令 卫 为 重 分 中 的 一 个 立方 体 ， 它 包含 4 的 一 个 点 
o 则 I 的 任何 一 点 能 写作 w+ 为 其 中 
上 二 /元 (5/r)， 四 


从 (了 推出 五 (Ti) 在 一 个 边 长 为 /re 以 也 (w) 为 中 心 的 立方 体 
中 ， 其 中 6 一 20(Vm8)*+1 是 常数 。 因 此 ， 万 (44Nn1") 包含 在 最 
* 46 。 


多 和 ”个 立方 体 的 并 中 , 这 些 立方 体 的 总 体积 为 
Vr" (0/rt) no gm tn 
若 2 十 I>>m/m， 则 最 然 当 7 一 co 时, 了 一 0， 所 以 了 C4LNI") 的 
测度 必 为 零 . Sard 定理 证 毕 ， 
注 这 个 证 明 引 自 [9]。 
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附录 也 黎 受 淹没 


设 (M, g 和 (N，Y) 是 黎 曼 流 形 ， 可 微 缺 射 产 到 一 有 为 淹 
没 , 则 对 二 每 点 wEN, 了 1(w) 是 如 的 ;一 n 维 子 流 形 ， 其 中 心 == 
dim M, n=dim 入 . f+.w) 称 为 在 42 的 纤维 . 车 以 上 的 一 个 癌 量 
场 总 是 与 纤维 相 切 (或 正 交 )， 则 称 为 坚 直 (或 水 平 ) 向 量 场 . 如 果 
淹没 了 的 切 映 射 f, 保持 水 平 向 量 的 内 积 不 变 ， 则 了 了 称 为 黎 曼 济 
没 . 
对 于 黎 曼 淹没 刻 M -> W, 用 和 和 分别 表示 以 的 切 空间 
在 水 平 向 量子 空间 和 竖 直 向 量子 空间 上 的 投影 ， 设立 是 (ML，9) 
的 黎 蛇 联络， 定义 沁 2) 型 张 量 场 了 如 下 ， 
TFP— HVyn(¥ FTtY Vy (HF), 
其 中 力 , 了 是 人 上 任意 向 量 场 ， 张 量 场 人 具有 下 列 性 质 . 
(a) 2 是 到 切 空间 上 的 反对 称 算 子 , 它 保持 水 平 ( 竖 直 /) 子 空 
间 不 变 ; 
(b) 全 是 竖 直 的 , 即 Tp 二 了 了 yp; 
(e) 对 于 竖 直 向 量 场 耻 和 下, 了 具有 对 称 性 , 即 
TyW = Ty. 
性 质 (e 可 直接 从 竖 直 分 布 的 可 积 狂 得 出 ， 
我 们 再 定义 1,2); 型 张 量 4 如 下 . 
AsF = Vwa( HAF) + HV YF), 


它 具 有 下 烈性 质 ， 

‘a') Ap 是 以 切 空 间 上 的 反对 称 算 子 ， 它 保持 水 平 ( 竖 直 ) 子 
空间 不 变 ; 

(b’) 4 是 水 平 的 , 即 Ap== A gns 
。 548 3 : 


(o) 对 于 水 平 向 量 场 下 和 了 ， 4 具有 反对 称 性 , 有 

| ArY=— AyX. 

性 质 (o) 将 在 下 面 的 引 理 2 中 给 出 证 明 . 

M 上 一 个 基本 向 量 场 是 下 的 水 平 向 量 场 筷 , 它 与 六 的 某 个 向 
量 场 之 ' 是 了 相关 的 ， 即 广 各 一 全 7 PE 让， 入 上 每 个 问 量 场 
ZX’ 有 唯一 的 水 平 提升 卫 , 它 是 履 的 基本 向 量 场 ， 因 此 , 了 <> 关 ' 
是 天 的 基本 向 量 场 与 W 的 向 量 场 之 间 的 1 一 对应。 

引 理 1 设 和 和 了 是 M 的 基本 向 量 场 , 那 末 ， 

(D g(X, Y) ~ (EF', Y') of 

(2) 站 [ 屯 , 了 ] 是 基本 向 量 场 , 它 对 应 于 [XX 了; 

(3) XVx 了 是 基本 向 量 场 ， 它 对 应 于 VY 其 中 六 是 
(NV, yg ,的 黎 曼 联络 ， 

证 明 (办 是 黎 曼 淹没 的 定义 的 直接 结果 . 四 可 | 

: f[X, Y={f,X, fY] 
得 到 ， 现 证 明 (3) .对 于 用 的 任何 基本 向 量 场 怀 ， 产 和 名， 我 们 
A | 
: 2g (VxY ,2)=XTg(Y, 2Z)+Yg(X, 用) 一 作 g( 驻 ， y)y 四 
—g¥, [Y, 2])— -9 了 LX, 2]) 站 
+g(2, [X, Y]). 2 
但 因 X(g(Y, 2))~X(g'(Y,, 2')of) = X'(g (了 20)sj 因 
此 
2 
由 于 及, 了 ,2 的 任意 性 , 所 以 VzxY 与 Vs 了 "是 了 相关 的 
引 理 如 才学 了 是 水 于 出 则 


证 明 月 先 ,有 2 
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YTI, FI=Y VY -YIyT= ArY— dy 
因此 , 我 们 只 要 证 明 性 质 (o), 或 等 价 地 证 明 4z 肝 一 0. 不 妨 设 用 
是 基本 向 量 场 ,于 是 对 任何 竖 直 向量 有 ,我 们 有 
yg(VrX, 了 )= 寺 VV(g(X， EVI, XO 
= fT)gX’, K-00 z 
因为 j. 一 0, 故 [下] 一 Vr 下 Vx7 是 竖 直 的 . 所 以 ， 可 
0~g(VrX, X) =g(Vzb, X)=—g(p, Vi) 
/ ~—g(y, AzX). 加 
由 4 的 定义 ，A4x 了 XX 是 坚 直 的 ， 故 上 式 意味 着 4x 入 一 0。. 
据 下 和 4 的 定义 , 直接 可 验证 下 列 
引 理 3 设 开 和 了 是 对 的 水 平 向 量 场 ， 入 是 如 的 
竖 直 疝 量 场 , 那 末 ， 
(D VrW =TyrW + YrW; 四 VX NV TTT 
(8) VV = AxV+Y V7; (4) VY A Ve tA 
(5) 若 开 是 基本 向 量 场 , 则 XVy 了 =AzxV， 
这 里 今 表示 每 个 纤维 关于 其 诱导 度 量 的 黎 曼联 络 ， 易 见 
YYVrW. 
引 理 和 设 卫 , 了, 了, W 如 引 理 3, 那 来， 
(DAVrA) w= Arm (VrA)w—— A 
(2) (VzxT )y = —T yy; (VyT)y= 一 过 mvy。 
证 明 我 们 只 证 (1), 其 他 是 类 似 的 . 设 妃 是 MK 上 任意 向 量 
场 , 则 
(vy,4) wR Vy AwH) — Ay,wB— Aw(VyE),. 
因 和 4 是 水 平 的 , 故 4w 一 0， 另 一 方面 ,有 
A wi Ayu wE= Ar, HB. 
因此 便 得 (1). 秆 
:0 。 


由 此 易 得 

引 理 5 车 于 是 水 平 向 景 场 , U,V, W 是 竖 直 向 量 场 , 则 
g. (VoA)zy, W)=9 ToV, 4z 隐 ) 一 9 TuW, AzxV). 
引 理 6 设 卫 和 了 是 水 平 向 量 场 ,7 和 玉 是 竖 直 向 量 场 ， 则 


(1 g((VaA)z 了 ,了 PP) 关于 XX 和 了 是 反对 称 的 ; 
(2) g((VegT,vWV， 辽 ) 关 于 六 和 丈 是 对 称 的 ， 
引 理 了 设 六 站 和 名 是 水 平 疝 量 汤 ， 是 坚 家 向 生 声 ， 则 


有 
Cg (VsA)zY, VY) -= Gq AxY, rr， 


其 中 允 表 未 关于 和 ,了 上 了，2 循环 求 和 ， 
证 明 ”因为 这 是 张 量 方程 ， 故 不 妨 设 全, 了 ,名 都 是 基本 向 
量 ,而 且 设 [对 , 了 ]，[Y 了 , 2]，[G,， 蕊 ] 都 是 竖 直 的 ， 于 是 , 由 绰 理 


2, 去 [ 卫 ， Yl1=AxY. 因此 ， 


六 g([[X, Y], 21, 7) 


ICVArzG V)—g(Vs(ArY), V). 
另 一 方面 ， 


g(VasrZ, V) 
~=g(T ar7Z, V)=— gL, TaryV ) 
= —gI, Ty(AxY))=g(TyZ, AxY ). 
这 样 ,应 用 Jacopi 恒等式 ,得 : 
Cg(Ve(AzxY), V)= Eg TrZ, AzY). : 
于 是 ,余下 只 要 证 明 Bg(Vz(AxY), 了 ) 一 Cg((Vz4dszY ,VV). 然 


和 而 ， | 


= gtAv,xY, PV)+g(Axr(VzY ), WV). 
+ 51. 


上 式 右 边 第 一 项 就 是 一 gL4y( 放 Vz 对 ), 也), 由 于 假设 [ 瑟 ，G] 为 
竖 直 , 这 就 化 为 一 9 Ay( 和 VxZ), VP)， 由 此 可 见 ,投影 算 子 .六 可 
被 删 去 . 这样, 引 理 7 立即 得 证 .和 | 
现在 用 ER 表示 必 的 曲率 张 量 , 及 表示 每 个 纤维 (作为 履 的 子 
流 形 ) 的 曲率 张 量 . 
定理 1.; 设 U, 了, WW， 卫 是 履 的 又 直 向 量 扬 ， 三 是 水 平 向 量 
场 , 则 
: gRU, DW, F) : 
~g(R(U, VW, F)+g(ToW, TrF)— g(TrW, pup), 
gy ROU, VW, X) 
一 六、 ‘(VoT)rW, )—g((VrT)oW, 2). 
设 BR' 是 (N， 的 曲率 张 量 ， 它 的 水 平 提升 仍 用 BR’ 表示 ， 即 
对 于 对 的 水 平 向 量 场 对 , 了, G， 仙 ,我 们 令 
g(R'(X, FY)Z, W)=g (Bf ET, fF)fZ, frW). 
定理 2 设 了 ,了 ,2,， 日 是 履 的 水 平 问 量 场 ， 7 是 竖 直 向 量 
场 , 则 
g(R(X, Y)Z, H) 
=g(R'(X, YF)Z, H)i+2g(AxY, AsH) 
gy Ay2, AxH) -+g(AzxZ, AyH), 
g(R(X, Y)Z, Vy) 
, =—g((VzA)xY, V)—g AxY, TyZ) 
+g(AyzZ, TyX) —g(AxrZ, TyY). 
证 明 ”因为 这 些 都 是 张 量 方程 , 故 不 妨 设 互 , 了 和 儿 是 基本 
向 量 , 它们 的 李 括 号 是 竖 直 的 .于 是 [ 卫 , 了 ] 一 2 4x 了 .把 基本 疝 
量 场 Vy2 写 为 VYZ .于 是 VrZ=Vy2 十 4y2Z， 由 引 理 3 得 
VxVyZ =ViIV7Z + AxViZ+ AxAyZ +Y VrAyZ, 
Vix,mZ =2AzsAxrY -+27 72Z, 


‘@ 202 . 


因此 有 R(X, 了 )2 
VxyYyYZ —VrViZ + AxAyZ — AyAxF 
—2 AzsAxY —2T, yZ -+Y TxrAyZ 
一 MY VyArZ-+ AxVyZ— AyV'ieZ 
-R(X, YF- ArdAyZ — AyAx2 —2 AsArY 
一 24 yyZ +Y (VrAyZ — VyAxrZ) 
十 4xVyG -AyVxZ, 
其 中 已 利用 [EX, 了 =0, 即 f,[X, 了] 一 0. 
上 式 与 卫 作 内 积 便 得 定理 的 第 一 个 方程 ， 上 式 与 六 作 内 积 
得 
g(R(X, FY)Z, V) 
= ~—2g(T arZ, V)+g9(VrAyZ, V)~—g .VrAxZ, V) 
-+g AxVyZ, V)—g(ArvVxZ, V). 
另 一 方面 , 在 引 理 7 的 证 明 中 ,已 有 
g (TyrZ, V)=9 TrZ, AzxY),. 
而 且 , 由 于 [ 环 , 了 了] 为 竖 直 的 , 可 得 
g((VxA)rZ, V)—g((VrA) x2, FF) 
~g(VxAyZ, V)—g(AyVxZ, V) 
—g(VrAxZ, V)+g(AxrVyZ, V). 
因此 ,我 们 有 
g(R(Z, Y)Z, V) 
——2g(TrZ, ArY ) Tg((VrA)yZ, V) 
—g((VrA)xZ, V). 
据 此 太 引 理 6 和 7, 便 得 定理 的 第 二 个 方程 . 时 
同 理 可 得 下 列 定理 . 
定理 3 车 全 和 了 是 水 平 向 量 场 ,六 和 瑟 是 竖 直 向 量 勇 , 则 
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g(R(X, P)Y, W) 
~=g((VrA)zrY, W)—g((VxT)rW, Y) 
+g(AzV, AyW)—g(TryX, TwY). : 
现 用 及， KK' 和 天 分 别 表示 (型 ),，(N, g) 和 纤维 的 裤 面 
曲率 , 我 们 有 
定理 & 设 也 和 了 是 单位 正 交 的 水 平 向 量 场 ,VV 和 他 是 单 
位 正 交 的 竖 直 向 量 场 , 则 
E(y, WY=K(Y, W+g (TyW, TyW) 
-g(TyV, TwyW), 
FE(X, V)=g((VxT)y?, X)+og(Axy, 全 zy 
一 fy 六， 和 站)， 
KF, PTR'(CfX, fF) ~ 3gCAxY, AxY). 
这 里 第 一 个 方程 就 是 纤维 (作为 下 的 子 流 形 ) 的 Gauss 方程 。 
作为 应 用 , 考虑 其 有 双 不 变 葡 曼 度量 的 李 群 4 设 吕 是 它 的 于 
子 群 , 于 是 商 空 间 GQ/ 瑟 上 的 黎 曼 结构 可 由 自然 投射 xm:G 一 G/ 已 
所 特征 ， 这 个 严 是 一 个 渡 没 、 它 的 纤维 ， 即 @ 模 瓦 的 左 旁 集 ， 是 
全 测 地 的 ， 故 张 量 了 荆 =0， 设 让 和 了 是 9 的 左 不 变 水 平 向 量 场 ， 
部 之 和 了 属于 李 代 数 如 在 李 代 数 旨 中 的 正 交 补 集 ， 由 下 更 
1，Ax 了 一 二 YT, 了] 属于 李 代数 及， 并 且 我 们 知道 
K(X, Y)=Z|L¥, Fl?. 
因此 , 由 定理 4 | 
EK'(foX, J.7)=+|[X, FI]:+3IYIZ, 了] 


= IXALX, ZHI YI 


这 给 出 了 高 空间 GY 的 截面 曲率 . 
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附录 IV 广义 极 大 原理 


设 有 是 m 维 完备 黎 曼 流 形 ，zo€E ML 为 一 固定 点 ， 对 于 任 一 点 
wE 有， 命 7: [0, 7]->M 蚌 连接 wo 与 2 的 正规 极 小 测 地 线 。 用 
7 (信和 Rie(y' 的 ) 分 别 表 示 7 的 单位 切 向 量 和 了 关于 7 全 的 
Riooi 曲率 ， 于 是 ,定义 四 
re- 
若 z 不 是 wo 的 割 点 (参考 第 四 章 8 3 习题 2), 则 上 述 7 是 唯一 的 ; 
否则 , 这 样 的 > 可 能 不 止 一 条 .为 此 , 我们 定义 
Ko)， 当 w 不 是 oo 的 割 点 ; 
K (w) 一 inf Ky(w), 当 w 为 wo 的 害 点 ,7 为 从 wo 到 z 
风 所 有 涡 小 测 地 线 . 


引入 简写 记号 
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定理 40 六 摄 大原) 设 允 是 完备 黎 曼 流 形 ，w 是 以 上 有 
上 界 的 O 函数 、 那 末 , 对 于 任 一 固定 点 mmE M， 存 在 MM 上 的 点 列 
{xx} CM, 使 得 
(i) wo >V(ooj， lim woo) 一 SU 好 
Ci) val ep = 一 2-uew+TDre 
blr?+2) (Gogr 十 2) (log log r2) 
(1ii) Auoa 
( -2 05 六 十 2) 十 27 
< | Ee) | 
/ (7*+2) “log r?+2) 
.366 .. 


(1 天 六 
(r? 十 2) ilog +"+2) (log log ry) 
其 中 7=7(wx) 一 dist (zo, mx) 是 于 上 从 wo 起 始 的 距离 次 数 . 
证 明 对 于 任何 国定 的 >>0， 考 谨 肝 上 孙 数 
| Ww) — (vo) 十 工 


F,(w) = . 
fiog log 7*(2) 1] 
因为 Fi.(0) = (log log 3) 及 ， lim Buro) 一 0， 故 配 必 在 某 点 
zc 4 达到 它 的 极 大 值 ， 


车 ow 不 是 me 的 割 点 , 则 距离 函数 r(o) 一 dist (wo, 四 在 ow 可 
微 , 从 而 函数 记 : 在 ws 也 可 微 . 于 是 ， 
VE 一 0， AFr(m) <0. 
即 在 zw 有 Vw(wy) EAC AC em CO Be SNA Cm A 十 , 
pr 十 区 (log 7 +2) (log log™ ) 
4rVu, Vr we wo 十 于 (十 FrA7) 
pr 十 2) (og +2) (log log 7’) 
_4 ‘a (or) ww + Dr [1+ ‘log "’ 十 2 ] 
四 大 十 32)2(log 7 十 2) (log log 7’) 
(i+ ) Cm -co 二 3 
/ Br’+2)° log r?+2)? (log log rr2y2 
由 mx 的 性 质 , 了 Px (wp) 之 Fk(wo) 一 小 放 忆 (wy) 一 woo) +1>0. 注意 
到 《Vr, Vr》~1 和 Ar (ww) << 民 (ww) (参考 第 四 章 83 习 题 人 ， 从 
上 两 式 便 得 定理 的 二 和 (ii) 
知人 是 mo 的 寡 瓜 ， 则 考虑 一 条 从 wo 到 ox 的 极 小 测 地 线 7. 
在 7 上 了 到 定 一 点 元 Wo, 它 充 分 接近 0， 并 且 ， zo 与 wx 不 共 罗 、 记 


So=7 wo = digst (wo, zo) . 


A ap) < 


取 测 地 线段 7|tz.o 的 一 个 正则 邻 域 放 s,CMWCM, 使 得 在 图 a 内 没 
有 xo 的 割 点 ， 用 7(w) = dist(zo，o) 表示 Ww, 中 以 zo 为 起 点 的 距 
离 聘 数 , 由 三 角 不 等 式 , 易 知 对 wENzs, 有 
7(w) +6>7 (0), 
特别 是 (oz) 十 3 一 六 Cox) 。 
在 Nz, 上 考虑 函数 

Po) = 一 -人 一 全 

[log log (7 (w) 十 8) 
我 人 有 玉 (w) = Pi(ww) > Pr(w)> Flw), 
即 在 入 sa, 中 , 函数 也 在 zm 达到 局 部 极 大 值 . 现在 ox 不 是 wo 的 割 
点 , 因此 在 wx 可 微 . 类 似 于 前 面 的 计算 ， 可 得 VFy'wx) 一 0 和 和 
AZxfon)s0 的 表达 式 . 再 令 zo 一 axo， 即 3 一 0， 便 得 定理 的 


二) 和、iii). : 加 
现在 证 明定 理 的 4) 由 mw 的 取 法 ,Fi ow) 滨 Pi v6, 即 
2 { oy) 一 ao) +1 1 、_ 1 


[10g 1og r Go]zm ” [fe log2]** [log logr (wx'] 1 
故 得 www 之 wwo) ， 以 下 证 明 lim w oo) 一 supw 换言之 , 我 们 要 
证 明 ， 对 任何 给 定 的 。>>0， 存 在 思 >0, 使 得 当 1> 和 时 ， 

sup uw— 8<u(wr) <suputs. : 

上 面 第 二 个 不 等 式 是 平凡 的 。 为 证 第 一 个 不 等 式 ,我 们 只 要 
证 明 :， 对 于 任意 的 vcE.4 和 任何 s>， 在 我 们 办 民有 中 晤 有 天 
oz， 使 得 

UW) 一 5< WU ‘oy). z 1: 
用 反 证 法 ， 若 不然 则 存在 一 点 EM 和 某 个 8 之 0， 使 得 在 一 个 于 
点 列 {o 沾 {wx} 上 成 立 

WL’) EYLL), 


“$67 。 


全 为 Hom { (1og jog 2(o))/Giog iog3)}2w 一 二 因此 ， 对 于 充分 大 
的 加 有 


26 ( ys) 十 8 > [De 名 ro ] VW W (Wx) , 


log log2 
于 是 ， 
Fy(e) ~ EAC met Ce > 十 3 一 %(oo) 十 工 
[log log 7’ (ow) YY [log logr? HA 
> 0) + uo) —u(wo) +1 . 
[oglog2]}™ [loglogr’(ww)™ 
| ~ Py (oy), z 
池 汪汪 Py (ow) < (ao) 


这 与 点 mw 的 定义 矛盾 ， 定 理 完全 证 毕 . 

由 区 (w) 的 定义 ， 当 履 的 Riooi 曲率 有 下 界 时 , 玉 (w) 就 有 上 
界 ， 因 此 ,定理 1 的 一 个 直接 推论 是 

推论 设 必 是 Ricoi 曲率 有 下 界 的 完备 黎 曼 流 形 ,v 是 上 
有 上 界 的 0: 函数 , 则 存在 点 列 {ey} CM, 使 得 

(1) lim wow) 一 sup : 

(i1) lim |Vul (on) =0; : 

(这 ) lm Av(am) <0. 


完备 流 形 土 的 广义 极 大 原 强 最 早 是 由 王 . Omori 给 出 村 . 
Math. Soo. Japan, 19(1967);，205 一 214] .， 后 来 , 丘成桐 与 郊 绍 
远 作 了 改进 和 简化 证 明 [Gomm. Pure Appl. Math,,，28 .1975) ， 
333 一 354] ;: 这 里 的 氢 述 基本 上 参照 该 文 . 

如 果 及 是 常 曲 率 空 间 的 完备 子 流 形 , 根据 第 五 章 $ 1 习题 7,， 
只 要 用 的 纯 量 曲率 有 下 界 , 就 可 保证 履 的 Rioei 曲率 有 下 界 ， 

0608 。 


特别 , 当 必 是 哆 氏 空 间 的 逆 紧 浸入 子 流 形 时 ,我们 可 用 欧 氏 嵌 
离 函 数 p 来 代替 姥 上 的 距离 肖 数 7。 这 时 有 
定理 2 设 w: 以 ->RE” 是 完备 黎 曼 流 形 必 到 吹 氏 空间 的 道 紧 
等 距 淄 入 ,w% 是 对 上 有 上 界 的 0 函数 , 则 对 于 任 一 固 定点 zoE 必 ， 
存在 点 列 {wx} 己 训 ,使 得 
(1 ) lm wm) aupu; | 
2 (4 ON 一 WU Von +1Tp 
bp(p'+2 ‘Togp’+2) (Tog fog p’)” 
: 2m (w (me\ —V (mo) + 二 ) 
N(pz 十 2) (log p? 十 2) (log log p?) 
x[1l+psup[|H|],， 
其 中 m= dim 于 ，p=p oo 一 | 人 一 加 | 是 从 zo 起 始 的 欧 氏 距离 函 
数 , 刁 是 以 的 平均 曲率 向 量 . 
推论 ”在 定理 2 的 同样 条 件 下 ,车 1 的 平均 率 有 界 则 | 
(C1) Hm wwr)~=sup 


(i) |Vu| (vx) < 


(1411) Av (ww) < 


(i) Tim [vul (gw) =0; | 
(iii) Lim Au (wx) < 0. 


定理 2 的 证 明 类 似 于 定理 1 其 中 对 欧 氏 距离 函数 P Ap 是 
可 以 具体 计算 的 (参考 第 四 章 & 4) 。 详细 证 明 留 给 读者 作 练习 
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